
Thème : Analyse 

Fabrication d'une boîte à 

coût minimal 

Enoncé 

Une entreprise souhaite fabriquer une boîte de 256 cm3 de volume de la 
forme d'un pavé droit à base carrée. 

Le fond et le couvercle lui reviennent à 2 centimes d'euro le cm2 et les faces 
latérales à 4 centimes d'euro le cm2. On note x la longueur en cm du côté 
de la base et h la hauteur en cm de la boîte. 

1. Exprimer h en fonction de x et montrer que le prix de revient de la boîte, 

en centimes d'euro, est: p(x) = 4x2 + 4096 . 
x 

2. Etudier les variations de la fonction p sur]O ; + 00 [. On utilisera le sens de 
variation de la fonction cube x H x 3 sur IRL 

3. Donner les dimensions de la boîte pour que le prix de revient soit minimal. 
Un client achète 50 boîtes à l'entreprise à 10 € l'unité. Quel est le bénéfice 
réalisé par l'entreprise? 

1. Prix de revient 
Sachant que le volume de la boîte est V = 256 cm 3 mais aussi que 
V = L x l x h avec dans notre cas L = l = x nous obtenons l'égalité 
256 = x x x x h soit: 

h = 256 
2 • x 

Pour exprimer le prix de revient de la boîte, nous devons calculer les aires en 
cm2 de chaque face du pavé droit. Le fond et le couvercle sont des carrés 
de côté x donc leur aire est égale à x 2

. Les quatre faces latérales sont des 
rectangles de dimensions x et h, leur aire est donc égale à 
x x h = x X 256 = 256 . 

x 2 x 

Ainsi le prix de revient, en centimes d'euro, est égal à : 

2 256 2 4096 
p(x) = 2 x 2 x x + 4 x 4 x - = 4x +-. 

x x 

2. Etude de variations 
Nous calculons d'abord la dérivée p' de la fonction p en remarquant que p 
est dérivable sur ]0; + oo [ en tant que combinaison linéaire d'une fonction 
polynomiale de degré 2 et de la fonction inverse. 

D, ' '( ) = 8 + 4096 (_~) = Bx
3

- 4096 't '( ) = B(x3 _ 512) ou P X X X x 2 x 2 SOI P X x 2 ' 

Ainsi p' (X) est du signe de x 3 - 512 sur]O; + 00 [: c'est ici que l'on utilise le 
sens de variation de la fonction cube x H x 3 : on sait que cette fonction est 
strictement croissante sur IR<. , on résout alors l'équation x 3 - 512 = O. 

Deux possibilités, par méthode graphique en utilisant les fonctionnalités de 
la calculatrice. 
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Nous entrons la fonction x 3 dans Yi et la fonction constante égale à 512 dans 
Y2. On représente alors ces deux fonctions avec [graph. ] après avoir configuré 
la fenêtre d'affichage. Puis on choisit le menu calculs , à l'aide des touches 

calculs 14 

. [ trace ] et on sélectionne la commande 5: intersection. De retour au 
graphique, on valide avec [entrer ]Ie choix de Y1 , celui de Y2 et enfin la valeur 
initiale en se plaçant près du point d'intersection recherché. On trouve 
x = 8, c'est l'unique solution de l'équation x 3 = 512. 

Deuxième méthode, par calcul, pour résoudre x 3 = 512 on utilise la racine 
1 

cubique x = \1512 = 5123 = 8. 
1:13 da" G r-:;:----,--:----.-r;--,----, 

On calcule cette valeur à l'aide des touches • [ % 1 

On obtient ainsi que p'(x) :::; 0 sur]O; 8] et p'(x) 2:: 0 
sur [0; +oo[ d'où le tableau de variations: 

x 0 8 +00 

p'(x) - 0 + 

p(x) ~768/ 
3. Coût minimal 
D'après l'étude précédente, la fonction prix de revient p admet un minimum 
lorsque x = 8. Donc pour fabriquer une boîte de volume 256 cm3

, celle qui 
revient la moins chère à l'entreprise avec cette forme, est obtenue avec une 
base carrée de côté 8 cm. Quant à la hauteur de cette boîte, elle est égale à 

h 256 't' 4 = 82 SOI a cm. 

Enfin, l'entreprise revend ces boîtes ainsi fabriquées à 10 € l'unité. 

Or, nous savons d'après la précédente question que le coût unitaire minimal 
est de 768 centimes d'euros soit 7,68 €. 

Si un client achète 50 boîtes de ce type, le bénéfice réalisé par l'entreprise 
est égal à (10-7,68) x 50 = 116 €. 
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Intersection 
lo:=B 

a ·······r············································ 

512 3 

8 

4 .( ï 0:': :7": 68·) ~ 50· .... .......... .......... ... . 
. ............................................. ~~~ . 
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