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CuBalibra

CuBaLibra-Glossar

Um die Texte von CuBalLibra kurz und tbersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelméafRig gepflegt wird.

Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie
z. B. Geraden). Hier der zugehorige Bedienhinweis:

Geraden
zeichnen Graphs, Geometry
= il [, (7), | @=),7), 4. Gerade] Eine Gerade wird durch zwei
I Pt @ bunkte definiert. Wahlen Sie den Meniipunkt Gerade aus und
j anschlielRend zwei Punkte (die Punkie missen nicht notwendig
o W . | vorher definiert sein), um die Gerade zu zeichnen.

Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kdénnen, legen wir das Glossar
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfligung.

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar

(2) Sie nutzen das Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar
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Heron’sche Flachenformel und Apolloniuskreis
René Hugelshofer
[] SekI[X] Sek I [] TI-Nspire™ [X] TI-Nspire™ CAS (ab Version 1.4)

Schlagworte: Geometrie, Dreieck, Flachenberechnung,
Apolloniuskreis, Argumentieren

Mit dieser Unterrichtseinheit kann die Lehrkraft einige interessante Aspekte des
CAS-gestitzten Unterrichts vermitteln: Beweis mit CAS, Verwenden von For-
meln als Objekte (Blackbox-Whitebox Prinzip), neue Erkenntnisse gewinnen
durch geometrische Veranschaulichung dieser Objekte. Vorausgesetzt werden
Grundbegriffe der Elementargeometrie und der Vektorrechnung.

Aufgaben — Heron’sche Flachenformel und Apolloniuskreis

Heron’sche Flachenformel fur das Dreieck

Ein Dreieck kann aus drei gegebenen Seitenléangen a, b und c eindeutig kon-
struiert werden. Damit ist auch dessen Flache bestimmt. Der griechische Ma-
thematiker Heron von Alexandrien fand die folgende Formel fur die Berechnung
der Dreiecksflache aus den drei Seitenlangen:

Flache = \/s ‘(s—a)-(s—-b)-(s—c) mits= w (halber Umfang)

a) Speichere die Formel als heron(a,b,c) ab.
b) Prufe die Formel mit einigen einfachen Dreiecken (rechtwinklig, gleichseitig).
c) Beweise die Formel.

Apolloniuskreis
Betrachte die Dreiecke ABC mit A(3]0), B(12]0) und C(x]y) (beliebig). Das Sei-

tenverhaltnis |AC|:|BC| = 1:2 sei vorgegeben. Welches ist der geometrische Ort
aller moglichen Punkte C, welche diese Bedingung erfillen?

g,g; ...................................................................................................
Vorschlag zur Umsetzung:

Wir speichern die obige Formel als Funktion e v pery g T A

heron(a,b,c) mit 3 Variablen ab. Der halbe Um- heronlab ekl {s-ab{s-bH{s-clie=

fang s wird als Zusatzbedingung mit | ange- Done

fugt Irerori{3,4,5} 6
heron(10,10,10) 25-[3

Berechne zur Kontrolle einige Dreiecksflachen, heron(3.4.8) "Error: Non-—real result"

deren Flache leicht berechnet werden kann

(z. B. rechtwinkliges und gleichschenkliges o

Dreieck). A

Warum erhalt man mit den Seiten 3,4,8 die
angezeigte Meldung?

© Texas Instruments 2010 Heron’sche Flachenformel und Apolloniuskreis 1/3
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Beweis der Formel:

Die Heron’sche Formel kann sowohl geomet-
risch wie auch algebraisch bewiesen werden.
Ohne CAS ist der algebraische Beweis trick-
reich, mit CAS hingegen kurz und einfach und
kann von Schulerinnen und Schilern leicht
nachvollzogen werden.

Um Wurzeln zu vermeiden, wahlen wir das
Quadrat der Flache. Der Aufruf heron(a,b,c)?
liefert einen recht komplizierten Ausdruck
(siehe Bild rechts), wir speichern ihn in alq (q
fur Quadrat). Es ist zu beweisen, dass dieser
Ausdruck das Quadrat der Dreiecksflache ist.

Den Beweis starten wir mit der tblichen For-
mel fur die Dreiecksflache

2 2

A:ﬂ, bzw. AZ =S il
2 4

Die Seite c ist gegeben. Die H6he h soll durch

a, b und c ausgedrtickt werden.

Im Dreieck in obiger Figur kann h? auf 2 Arten
dargestellt werden:

h2 :a2 _p2 =b2 _(C_p)Z.
Mit solve aufgeldst nach p erhalten wir
_al-b*+c?

P 2c

Diesen Ausdruck setzen wir als Zusatzbedin-
gung (mit |) in die einfachere der beiden
Formeln fiir h? ein. Den erhaltenen Ausdruck
fir h? (in hq gespeichert) setzen wir in A? ein.
Das Resultat wird in a2q gespeichert. Der
Vergleich mit alq bestatigt die Richtigkeit der
Heron’schen Formel.

Apolloniuskreis

Mogliche Einstiegsibung: Gibt es Dreiecke mit
Seiten c =9, b = x und a = 2x, welche den
Flacheninhalt

a)5 Db) 10 c) 20 d) 30 €0

haben? Zeichne diese Dreiecke. Auf welcher
Kurve konnten diese Dreiecke liegen?

c-p p

2 ~

ufq:—(.’ierun(a,b,c)}"
-(a'i E-az'(bz‘ﬁz)‘{b‘c)z'{b 5}2)
16

salve(aZ—pz—bz—{c—p}z,pj _ a’-b2+c?
p————
2-c
2,2 2
2 2  a“—b"+c
hqg=a“-—p~lp=———
2c
[ FEA REIN
3/99 |
2 .22 =]
2 2 a~—b"+c”
hq=a=-—p~|p=———
2c
; 2
(a4 2-a2-Eb2Iczjl(b2 c"‘) )
4c”

alq:=

c”-hg (a4 Z-az-(bziczjr{bz (.‘2}2)
4 16

alg=alyg

|

©FEinstiegsiibung

snlvel{.‘reron(‘?. X2 -.r}= 3,.\') [x=0  x=3.10204 or x=8.96334

solvc(.’wron[:‘),..r,2-.\'}— lOJ)Ix:-‘-O
x=3.40003 or x=8.85663

snlve(.‘rﬂrmr[:‘}.,x,2-1}=20.r:1|r."'0 x=4.5624 or x=8.31772

solvc(.‘wron[:‘l..r,2-.\'} 30.\':1I.\'2--0 false

snlvcl:.frc’ronl:').,_\',ﬁ-.\'} (],_\‘:l|_\-.>l) a3 0or 9.

: ~

699

© Texas Instruments 2010
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Anschauung mit Graphs & Geometry x =8

. C -
Offne die Datei "HeronAufg.tns" (dort findet PN g-\
man die nebenstehende Figur und auch die x-8 \

Beschreibung der Konstruktion). Der Schiebe- 1 x
regler fur die Dreiecksseite x verandert das /4 B
Dreieck dynamisch. Bewege den Punkt C mit

Hilfe des Schiebereglers und beobachte die (_w/

Kurve, welche C beschreibt. Zeichne die Kurve [Z7="5)= [2]

des Punktes C (und des symmetrischen
Punktes C’) mit Geometriespur. Beschreibe
diese Kurve.

Analytische Beschreibung der Kurve

Zunéchst speichern wir die 3 Punkte A(3|0), a3 0] [3 o]
B(12|0) und den beweglichen Punkt C(x|y) als |12 o] [12 0]
Vektoren (hier horizontal angeordnet). Die cx v [x ¥]

Lange des Differenzvektors bestimmt man mit
norm. Ein erster Versuch mit 2-| AC|< BC|,
bzw. 2-| AC|—|BC|=0 fuhrt zu hasslichen
Waurzelausdriicken. Wie ublich bei Betragen | {2:nom({c-a))*~{norm{c-])*~0
verwendet man deshalb die Quadrate. 3x243:92-108-0

2-1101‘m(c—a)—n0rm(c—b)—0

2-sz—6-x+y2+9—Jx2—24-x+y2+144—0

Das Resultat ist die Kreisgleichung
3x* +3y* =108 < X +y? = 6°
A und B wurden so gewahlt, dass der Kreis

einfach und auch ohne Kreistheorie sofort er-
kannt wird mit | OC |*=6°.

Erweiterungsmaglichkeiten:

1. Weitere Beispiele findet man im Buch ,The Case for CAS*, das als PDF-
Datei gratis unter www.t3ww.org heruntergeladen werden kann.

2. Die Endpunkte desjenigen Kreisdurchmessers, welcher auf der Geraden AB
liegt, sowie der Mittelpunkt des Kreises, kbnnen berechnet werden. Durch
Verschieben von A und B (in x-Richtung oder sogar beliebig) kann eine
erste Einfuhrung in die Verschiebung (und Streckung) von Kreisen ange-
gangen werden.

3. Die Bedingung fur das Seitenverhaltnis kann allgemein definiert werden zu
|AC|:|BC| = 1:k. Variiert man k, so andert sich auch der Mittelpunkt und Ra-
dius des Apolloniuskreises. Interessant ist unter anderem der Ubergang zum
Grenzfall k = 1, der Mittelsenkrechten.

Kommentar

Das Verwenden von Objekten (Formeln, Funktionen, Gleichungen usw.) als
Blackbox ist eine sehr effiziente Methode bei Verwendung von CAS, wird aber
in der Mathematik (im Gegensatz zur Informatik) noch zu wenig benutzt.

© Texas Instruments 2010 Heron’sche Flachenformel und Apolloniuskreis 3/3
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Aufgaben — Heron’sche Flachenformel und Apolloniuskreis

Heron’sche Flachenformel fur das Dreieck

Ein Dreieck kann aus drei gegebenen Seitenléangen a, b und c eindeutig kon-
struiert werden. Damit ist auch dessen Flache bestimmt. Der griechische Ma-
thematiker Heron von Alexandrien fand die folgende Formel fur die Berechnung
der Dreiecksflache aus den drei Seitenlangen:

Flache = \/s ‘(s—a)-(s-b)-(s—c) mits= % (halber Umfang)

a) Speichere die Formel als heron(a,b,c) ab.

b) Prufe die Formel mit einigen einfachen Dreiecken (rechtwinklig, gleichseitig).
c) Beweise die Formel.

Apolloniuskreis

Betrachte die Dreiecke ABC mit A(3]0), B(12]0) und C(x]y) (beliebig). Das Sei-
tenverhéaltnis |AC|:|BC| = 1:2 sei vorgegeben. Welches ist der geometrische Ort
aller moglichen Punkte C, welche diese Bedingung erfillen?
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Probleme 1

Z2 ]
i Definition der Heron'schen Formel 4
Premn(?;,-’-ij] ] azq__cz-hq
heron(10,10,10) 253 4
2
Pzemn(?a,-’-l,S] "Error: Mon—real result" -(a4—2-a2-(b2+c2)+(b2—cz) )
| 16
zlg=aig e
i W
4099 /99
1.1 1.2
2l =79 y
solve(hemn(@.,x,2-x]|=10,x)|x:=-0 xX=/ &
x=3.40003 or x=8.85663 | | l¢ ' "' 10 \
solve(hemn(@ L2 -x:|=20,x)bc:=-0 x="7 88 \
x=4 5624 or x=8.31772 2x=15.8 ! x
i 7A B
solve(hemn(@ L2 -x:|=30,x)|x:=-0 false
solve(ﬁemn(@.,x,2-x]|=0,x]||x:=-0 =3 orx=9, %
- c
el —
699 |[@ r1lx]-]
1.3 1.4
Heron Loes.tns 1lvon: 2





) A
beschreibung der Konstruktion: ;P v
— Schieberegler fur die Seite |AC|=x ) ; ) <
_ =, Id

definieren. af g_gé P
- Eine helisbige Zahl, z.B. 4 als Text ( i A
hinschreiben und mit der Variablen x 24 g
werknipfen,

(0
— Einen Text 2% hinschreiben und mit
calculate berechnen lassen, = « f}(xH A
1.5 1.6

Heron Loes.tns 2von: 2
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CuBalLibra-Interaktiv

Diese CuBaLibra-Einheit gehort zu einer Serie von Beispielen, die interaktive
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra:

Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen.

Gleichung nach der einzigen Unbekannten v |salw(ws‘f130‘0.v‘30°lv)
aufgelost werden solve(wurf(130,0,v,30°),v) v=-38.3678 orv=38.3678
Der gefundene Wert wird als Vagable v I
gespeichert. Beachte, dass der Wy i zum de/m rsps el 38.3678
eingegeben wird, da die Grundeinstellung fur

Wenn Sie mit Inrem Rechner online sind, kénnen Sie die grauen Stellen mit der
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link fuhrt Sie z. B. zu diesem Hinweis:

Variable (@)

aufrufen

Calculator
Variable eingeben und [] driicken. Eine Liste aller Variablen erhalt man durch Driicken von [].

verkniipfen

Graphs, Geometry

Den Zeiger auf eine Koordinate oder ein anderes geeignetes variables Zahlenobjekt (z. B. die
gemessene Lange einer Strecke) bewegen. Mit [] wird das Variablen Menii aufgerufen. Hier
kiinnen Sie Zahlenobjekte mit unter Variablennamen gespeicherten [MSHER verkniipfen (3
Verknupfen mit); die Variablennamen werden angezeigt und kénnen dann ausgewsahlt werden. Verandert
sich die Variable, so verandert sich auch das verkniipfte Zahlenobjekt und umgekehrt.

Lists & Spreadsheet

Ahnlich wie in Graphs und Geomatry. Hier sind die Zahlenobjekte jedoch die Inhalte von ESIER.
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