Knechtel, Luislampe, Schultz Tabellenkalkulation mit dem Programm Cell Sheet™

Wachstumsmodell e — logistisches Wachstum

Wie schnell breiten sich Gertichte aus? Wie schnell fullt sich ein Ful3ball-Stadion vor einem
ausverkauften Bundesliga-Spiel? Wie wéachst die Erdbevolkerung in den néchsten Jahrzehn-
ten?

Alle diese Fragen beriihren letztlich Wachstums-Probleme, bei denen nach der Art und Weise
gefragt wird, wie eine gewisse Grof3e — informierte Personen, Zuschauerzahl, Bevolkerungs-
zahl — mit der Zeit anwéchst. Ein typisches Beispiel ist das Wachstum einer Hefepopulation:

tin Std. 0 1 2 3 4 5 6 I 8 9
Ninmg 9,6 183 29 47,2 711 1191 | 1746 | 2573 | 3507 | 4410
tin Std. 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ninmg 5133 | 5597 | 5948 | 6294 | 6408 | 6511 | 6559 | 6596 | 6618

Problemfelder:

1) Stelle die Daten mit Hilfe der Tabellenkalkulation graphisch dar. Diskutiert untereinander,
durch welche Griinde dieses Verhalten festgelegt sein konnte. Uberlegt euch, in welchen
Zusammenhangen entsprechende Wachstums-Kurven auch auftauchen kénnten.

Zur Modellierung dieses Verhaltens kann man folgende Annahmen machen: Die Kultur kann
nur bis zu einer Grenze S anwachsen. Das prozentuale Wachstum nimmt umso stérker ab, je
naher die Grof3e der Population an die Grenze heranwéchst.

2) Vergleicht den rekursiven Ansatz Un+q = Up [[L + ¢ [{S — u,)) mit den rekursiven Ansdtzen
und Modellannahmen zum exponentiellen und begrenzen Wachstum.

Welches Modell eignet sich, um das Hefe-Wadhstum zu beschreiben? Findet geeignete Pa-
rameterwerte. Vergleicht das Wadhstum der Hefekultur in den ersten neun Stunden mit
dem Modell des exponentiellen Wachstums. Welcher Wachstumsfaktor ist geggnet?

3) Untersucht, welchen Einfluss Variationen der Parameterwerte cund S auf das Verhalten
der Folgeglieder haben. Wie wirken sich Veran-
derungen am Startwert up aus?

4) Verwendet das Modell des logistischen Wads-
tums, um die Eingangsfragen fur verschiedene | 14
Situationen zu modellieren: 15
Wie schrell breitet sich nach diesem Modell ein 8
Gerlicht in eurer Schule aus? Wann ist ein Stadi- 6
on zur Halfte gefillt? Welche Prognosen zur Be- ‘2‘
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Weltbevolkerung in Mrd
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volkerungs-Entwicklung konnt ihr mit Hilfe des
Modells machen?
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Analyse:

Das Wachstum von Populationen stof¥ immer an Grenzen. Unbegrenztes exponentielles
Wadhstum findet in der Realitét kaum statt, wie er im Ansatz un+1 = U, 0 1+ p) angenom-
men wird. Eine sinnvolle Annahme wére, dassdas Wachstum in jedem Zyklus um einen fes-
ten Prozentsatz d@ner Grenzdifferenz fortschreitet: Uni = Uy + p LS —Uy).

Beim begrenzten Wachstum vollzieht sich mit O < p < 1 eine exponentielle Anngherung an die
durch S vorbestimmte Grenze Das Wachstum ist fur grof3e Differenzen stark und nmmt dann
ab. Diese Modellierung beibt in sofern unrealistisch, als dass in kleinen Populationen zu-
néchst ein geringes Wachstum beobachtet werden kann, das anfangs noch zunimmt. Im An-
Ssatz

Uns1 = Up [+ C{S—up)) = up [+ K —clly))

O Texas Instruments 2003 30



Knechtel, Luislampe, Schultz Tabell enkalkulation mit dem Programm CellSheg™

sind beide Aspekte beriicksichtigt: Beim Anwacdisen einer Population ist zundcdhst aufgrund
Kleiner Werte u, ein geringes Wachstum mit hoher Wadhstumsrate a1 erwarten. Die Wachs-
tumsrate selbst nimmt ab, wenn sich die Gréle der Population der Grenze nahert. Diese Mo-
dellierung wird als logistisches Wachstum bezeichnet.

Biologen ziichten Hefepopulationen auf einer Nahrlosung. Das Wachstum kodnnte rdumlich
oder aufgrund fehlenden Nahrstoffs begrenzt sein. Die Hefe hemmt durch den entstehenden
Alkohol auch selbst ihr Wachstum.

Rechenblatt in Cell Sheet[] (T1-83)
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Hinweise:

Aus den Bildern 1 u. 4 wird ersichtlich, wie ein mogliches Tabellenblatt aufgebaut werden
konnte. CellSheet[] bietet die Moglichkeit, bis zu drei Datenreihen gleichzeitig darzustel-
len. Im Vergleich der realen Daten mit den berechneten Werten sind letztere in Bild 2 als
Kreuze dargestellt.

Mit dem Modell des logistischen Wachstums lésg sich das Hefewachstum nur annghernd
beschreiben. Die Modellannahmen erweisen sich aber als vernunftig. Dies wird auch im
Vergleich mit dem exponentiellen Wadhstum nach Bild 3 bzw. Bild 6 ceutlich.

An den Beispielen konnen Schulerinnen und Schiler das Modell des logistischen Wachs-
tums in unterschiedlichen Zusammenhangen diskutieren und erproben. Die Schilerinnen
und Schiller sollten im Vorfeld schon Erfahrungen mit dem begrenzten Wachstum gesam-
melt haben.

Mit MS-ExcellJ kann cer Einfluss der Modell-Parameter auch visuell-dynamisch simuliert
werden; Parameter-Variationen wirken sich unmittelbar auf die Graphik aus. Arbeitsblétter
mit sogenannten Schiebereglern sind im Internet zu finden, lassen sich aber auch mit wenig
Aufwand selbst erstellen. Auf diese Weise kann den Schilerinnen und Schilern auch ein
Zugang zum chaotischen Verhalten der Rekursion eroff net werden.

Datenbasis nach Kohorst/Portscheller, vgl. Literaturliste; im Diagramm zur Weltbevolke-
rung wurden folgende Werte verwendet:

Jahr| 1900 | 1930 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 1998

ZahlinMrd.| 1,608 | 207 | 252 | 3021 | 3697 | 4444 | 5285 | 5926
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