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Vorwort

Das Institut zur Qualitatsentwicklung im Bildungswesen (IQB) gibt jedes Jahr Beispielaufgaben
auch fur das Mathematikabitur heraus. In den dazu veroffentlichten Begleitdokumenten heiBt es
unter anderem:

»Gemeinsame Abituraufgabenpools der Lander’

Auf der Grundlage von Beschliissen der Kultusministerkonferenz werden fiir die Facher Deutsch
und Mathematik ... auf der Basis der Bildungsstandards fir die Allgemeine Hochschulreife lander-
gemeinsame Abituraufgabenpools entwickelt. Dies soll insbesondere dazu beitragen, die mit den
Abiturprtifungen der Léander verbundenen Anforderungen anzugleichen und die hohe Qualitat die-
ser Prifungen zu sichern. Mit der Koordination der Entwicklung der Pools wurde als wissenschaft-
liche Einrichtung der Lander das IQB beauftragt.

Erarbeitung der Aufgaben der Pools

Zustandig fir die Entwicklung der Aufgaben ist fiir jedes Fach eine Arbeitsgruppe, in die jedes Bun-
desland eine Lehrkraft flir dieses Fach an allgemeinbildenden Gymnasien entsendet; zuséatzlich
ist die Perspektive der beruflichen Gymnasien in jeder Arbeitsgruppe durch zwei Lehrkréfte vertre-
ten. .... Die Arbeitsgruppen werden von Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftlern der jeweili-
gen Fachdidaktik bzw. des jeweiligen Fachs beraten. Damit wird gewéhrleistet, dass die Perspekti-
ven aller Lander sowie aktuelle Erkenntnisse der jeweiligen Fachdidaktik und Fachwissenschaftin
den Arbeitsprozess einflieBen. ...

Veroffentlichung

Fur jedes Prifungsjahr werden nach Abschluss der Abiturprifungen die von den Landern entnom-
menen Aufgaben der Pools — einschlieBlich der fiir die Lehrkrafte vorgesehenen Materialien (ins-
besondere Erwartungshorizonte und Bewertungshinweise) — auf den Internetseiten des IQB ver-
offentlicht. Voraussetzung dafir sind ggf. Nutzungsrechte flir urheberrechtlich geschutzte Materi-
alien, die den Aufgaben zugrunde liegen.”

Ausfluhrlichere Hinweise zum Fach Mathematik sind auf den Seiten des IQB unter
https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/dokumente/mathematik/
zu finden.

Im Zusammenhang mit der hier vorliegenden Veroffentlichung ist die Zulassung von Rechen-
hilfsmitteln besonders interessant.

»Mit den "Hinweisen zur Verwendung von Hilfsmitteln" haben sich die Lander auf gemeinsame Re-
gelungen zur Funktionalitgt digitaler Hilfsmittel geeinigt. Diese Regelungen betreffen modulare
Mathematiksysteme (MMS) und einfache wissenschaftliche Taschenrechner (WTR).*?

Fur jedes der beiden zugelassenen Hilfsmittel MMS bzw. WTR werden spezielle IQB-Abituraufga-
ben im Fach Mathematik angeboten.

! https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/
2 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/dokumente/mathematik/
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Vorwort

»Auf dieser Grundlage enthé&lt der Pool fiir das Fach Mathematik Aufgaben der folgenden Arten:
¢ Aufgaben, fiir deren Bearbeitung eine Verwendung von Hilfsmitteln nicht vorgesehen ist...;

¢ Aufgaben, fiir deren Bearbeitung als digitales Hilfsmittel ein einfacher wissenschaftlicher Ta-
schenrechner (WTR) vorgesehen ist;

¢ Aufgaben, flir deren Bearbeitung als digitales Hilfsmittel ein modulares Mathematiksystem
(MMS) ... vorgesehen ist. ...

Abgesehen von denjenigen Aufgaben fur das Fach Mathematik, die ohne Verwendung von Hilfs-
mitteln zu bearbeiten sind, ist flir die Bearbeitung der Aufgaben ... der Einsatz einer mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen Formelsammlung ... vorgesehen. ...**

Aus Platzgrunden werden hier nicht alle Hinweise und Festlegungen des IQB in diesem Zusam-
menhang angegeben. Sie kdnnen jederzeit unter den angegebenen Quellen nachgelesen wer-
den.

Die Originalaufgaben und kurze Lésungshinweise fur verschiedene Jahrgange sind veroffentlicht
unter https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/sammlung/.

Das vorliegende Material enthélt Aufgaben und ausfiihrliche Losungen zum WTR-Mathema-
tikabitur, die erstmals im Jahre 2025 vom IQB veréffentlicht wurden®.

Insbesondere die Verwendung des zertifizierten und zugelassenen wissenschaftlichen Taschen-
rechners TI-30X Prio MathPrint™ wird dabei detaillierter beschrieben, als das in den Kurzldsun-
gen des IQB moglich ware.

Der besseren Lesbarkeit der Losungen wegen werden die Aufgabenstellungen des IQB mit Er-
laubnis von KMK und IQB vor den ausfuhrlichen Lésungshinweisen ebenfalls veroffentlicht.

Die Genehmigung dafur ist gegeben durch:

Copyright Text/Bild/Audio/Grafik: IQB e. V.
Lizenz: Creative Commons (CC BY)
Volltext unter: https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/de/legalcode

WissenschaftlicherSchulrechner 88
T1-30X Prio MathPrint™ AV TI-30X Prio

Der Rechner entspricht den ab dem Priifungsjahr 2030
geltenden Richtlinien der Lander fiir den Einsatz digitaler
Hilfsmittel in der Abiturpriifung im Fach Mathematik.

3 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/dokumente/mathematik/
4 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2024/mathematik/.
5 https://education.ti.com/de/produkte/taschenrechner/wissenschaftliche-rechner/ti-30xprio-mp
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 1

Analysis 1 gA; WTR

BE

1 Abbildung 1 zeigt den Graphen G; der in N
IR definierten Funktion

fixi }%x3—2x+4.

G; ist symmetrisch beziglich des
Punkts (0]4).
a Berechnen Sie die Extremstellen von f

und geben Sie das Monotonieverhal-
ten von f an.

Die Tangente an G; im Punkt
P(3]f(3)) wird mit t bezeichnet.

b Bestimmen Sie rechnerisch eine Glei-
chung von t. Zeichnen Sie den
Punkt P und die Tangente t in Abbil-
dung 1 ein.

(zur Kontrolle: t - y =7x—14) Abb. 1

Nl

Losung zu Aufgabe 1a:
Ldsungsidee:

Es werden die 1. Ableitung f'(x) und die 2. Ableitung f" (x) von f nach den Ableitungsregeln
gebildet. Fur die Berechnung der Extremstellen von f werden die Nullstellen x, von f'(x) be-
rechnet. Die Vorzeichen von f''(x,) geben Auskunft tGber die Art der lokalen Extrema. Die
Intervalle fur das Monotonieverhalten kbnnen im Zusammenhang mit den Werten von x, und
dem gegebenen Graphen von f angegeben werden.

Ausfuhrung:

Ableitungen:
f(x)=§x3—2x+4 fl(x)=x%2-2 f"(x) = 2x

Notwendige Bedingung flr lokale Extrema:
ff)=0=x?-2=0=x>=2cx=+/2
Mégliche Extremstellen sind x,; = —v2 und x,, = V2.

Hinreichende Bedingung fur lokale Extrema:
f"(xe1) = 2+ (—V2) = =2-4/2 < 0; lokales Maximum
" (x02) = 2 V2 > 0; lokales Minimum

Der Graph der Funktion f besitzt an der Stelle x,; = —/2 ein lokales Maximum und an der
Stelle x,, = V2 ein lokales Minimum.

Fir das Monotonieverhalten von f gilt: Die Funktion f ist fiir x < —/2 und fiir x > /2 streng

monoton steigend und fiir —/2 < x < /2 streng monoton fallend.
Eine Begriindung ist wegen des Operators ,Geben Sie an ...“ nicht erforderlich.

© Texas Instruments Education Technology 2025 Seite 4



Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 1

Lésung zu Aufgabe 1b:
Losungsidee:

Die Tangentengleichung ist von der Form y = t(x) = m* x + n. Fur den Anstieg m gilt m = f'(3).
Das Absolutglied n der Tangentengleichung lasst sich nach Einsetzen von x = 3, f(3) und m in die
Tangentengleichung berechnen.

Fur das Einzeichnen der Tangente t(x) in die Abbildung 1 werden z. B. zwei Punkte von t(x) be-
rechnet und durch eine Gerade verbunden.

Ausfihrung:

f'(x) = x% — 2 (siehe Teilaufgabe 1a)

Anstieg berechnen:m = f'(3) =32-2=9-2=7
Absolutglied berechnen:
f(3)=§-33—2-3+4=32—2-3+4=9—6+4=7
Einsetzenin y=t(x) =m-x + n:
fA=fB)3+ne7=73+nen=7-7-3on=7-21=on=-14
Damit ist die Tangentengleichungy = t(x) = 7 - x — 14.

Diese Gleichung stimmt Uberein mit dem Kontrollergebnis. Ay

Ein Punkt der Tangente wurde mit P(3|7) bereits berechnet.
Als zweiten Punkt Q kann z. B. die Nullstelle von t(x) ermit-
telt werden:

0=7x—14 & 7x =14 < x = 2 Also ist Q(2]0) ein
zweiter Punkt der Tangente.

Die Punkte P und Q werden eingezeichnet und durch eine
Gerade verbunden. Diese Gerade ist die gesuchte Tan-
gente.®

NOwWw s

—
Q
—~
o
o
~

WX

| r
l/'3'2'1 1,23456
=1

¢ Esgiltfuralle xelR: 3
f(x)-(7x—14) =4 (x=3)" (x +6)
Begriinden Sie mithilfe dieses Zusammenhangs, dass t und G; neben P genau ei-
nen weiteren gemeinsamen Punkt besitzen.

Losung zu Aufgabe 1c:
Losungsidee:

Jede Seite der gegebenen Gleichung wird umgeformt und die umgeformten Terme werden
auf Aquivalenz tGberpriift.

Gemeinsame Punkte von f(x) und der Tangente y = 7x — 14 sind vorhanden, wenn die Diffe-
renz f(x) — (7x — 14) den Wert Null hat. Fir welche Zahlen x das der Fall ist, lIasst sich an

der dazu aquivalenten, aber faktorisierten Form é (x — 3)? - (x + 6) mithilfe des Satzes vom
Nullprodukt herausfinden.

¢ Die Grafik wie alle folgenden Grafiken wurden mit dem TI-Nspire erstellt oder durch Einzeich-
nen weiterer Elemente in IQB-Grafiken erganzt.
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 1

Ausflhrung:

Linke Seite: T, (x) = f(x) — (7x — 14) = §x3 —2x+4—7x+14=2x> —9x +18

Rechte Seite:

Tr(x) = % (x—3)2-(x+6)= % (x2—6x+9) (x+6) (binomische Formel)
To(x) = G cx? = 2x + 3) +(x+6) =1-x3—2x? +3x + 22 — 12x + 18 (ausmultiplizieren)
Tr(x) = %-x3 —9x + 18 (zusammenfassen)
Der Vergleich zeigt, dass Tz (x) = T, (x) gilt. Damit ist der Nachweis erbracht.

Die Tangente t und der Graph von f haben Punkte gemeinsam, wenn f(x) = t(x) gilt.
f)=tlx) o fX)-tx) =0 fx) —(Tx—-14) =T, (x) = 0 & Tr(x) =0

Wegen Ty (x) = % (x —3)% - (x + 6) ist nach dem Satz vom Nullprodukt T (x) = 0, wenn
x — 3 = 0 oder wenn x + 6 = 0 gilt. Die erste Gleichung fuhrt auf x = 3, die zweite auf

x = —6. Neben dem Punkt P(3|f(3)) existiert also genau ein weiterer Punkt Q(—6|f(—6)) als
zweiter Punkt, den die Tangente t mit dem Graphen von f gemeinsam hat.

k+1
d Betrachtet wird die Gleichung I f(x)dx =4 mit kelR. 5
k

Es gibt eine Zahl k mit =15<k <1,5, die eine Ldsung dieser Gleichung ist.
Geben Sie — ohne weitere Rechnung — diese Zahl an und begrinden Sie lhre An-
gabe mithilfe geeigneter Eintragungen in Abbildung 1.

Losung zu Aufgabe 1d:
Ldsungsidee:

Mithilfe der gegebenen grafischen Darstellung lasst sich der Sachverhalt veranschaulichen.
Der Wert des Integrals entspricht dem Flacheninhalt eines Streifens der Breite 1 zwischen
dem Graphen von f und der x-Achse. Dieser Wert Iasst sich durch Auszahlen der Kastchen
innerhalb des Streifens abschatzen.

Ausfihrung:
Fir einen festgelegten Wert k lasst sich der Wert des Integrals f:ﬂf(x)dx durch Abzahlen

der Kastchen in dem Streifen, der die Flache reprasentiert, abschatzen. Fur k = —0,5 ergibt
sich untenstehendes, mittleres Bild. Die Flache des Streifens setzt sich zusammen aus einer
Rechteckflache der Breite 1 LE und der H6he 3 LE sowie einer anndhernd rechtwinkligen
Dreiecksflache mit der Grundseite 1 LE und der Héhe 2 LE, denn der Graph von f verlauft im
Intervall —0,5 < x < 0,5 annahernd geradlinig

Der Streifen hat einen Flacheninhalt von Ay-_os = 1LE -3 LE + % 1LE-2LE =4FE.

ay Ay Ay

w = (]
w 1N w

Y}
)

1 > T t >

IR 1T 2 3 P2 Tt & 3 7o LI B

Die beiden anderen Bilder veranschaulichen die Streifen fir k = —1 und k = 0. Durch Auszah-
len der Kastchen ist zu erkennen, dass die Flacheninhalte links groRer und rechts kleiner als
4 FE sind. Die Flacheninhalte sind in diesem Intervall streng monoton fallend. Es gibt fir
—1,5 < k < 1,5 genau eine Losung.

© Texas Instruments Education Technology 2025 Seite 6



Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 1

Alternative Lésungswege:

Durch andere Zerlegungsmethoden, die in den Skizzen dargestellt sind, ist dasselbe Ergeb-
nis erhaltlich:

- 2

/3 (Z0.5,0 ),

Hinweis:

Die Argumentation Iasst sich auch rechnerisch nachprufen.
Zum Beispiel &8sst sich f:ﬂf(x)dx angeben durch:

[ FCodx = [Ext - x2 4 4x]l;+1 _ (1—12 (k+1)* — (k+1)2 + 4(k + 1)) — (K"~ k2 + 4k)
Dieser Term kann als Funktion f(x) im TI-30x Prio MathPrint™ unter definiert und fur

x = —1,5 tabelliert werden. Beim Durchmustern der zugehdrigen Funktionswerte ist zu erken-
nen, dass sie fir —v/2 < x < /2 kleiner werden und bei x = k = —0,5 den Funktionswert 4
ergeben.

DEG DEG DEG
.l I TAELE SETUP t % 00
flx)=01; (x+1) -P| |start=15 0.6 4191333
Step=0.1 -9.5
T x= 7 -9. 3.508667
. caLe] [Foxo=g

Hier ist aber ausdricklich eine Untersuchung anhand des Graphen verlangt, sodass man
sich mit den Abschatzungen und der Verwendung bekannter Eigenschaften von kubischen
Funktionen begnugen kann. Die rechnerische Losung kann zur Selbstkontrolle verwendet
werden.

Die grafischen Darstellungen wurden hier mit dem TI-Nspire erzeugt. In der Prufungssitua-
tion kann die in der Aufgabenstellung gegebene Abbildung zum Einzeichnen von geeigneten
Streifen genutzt werden.

© Texas Instruments Education Technology 2025 Seite 7



Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 1

2 Die Lange einer Fahrstrecke, die ein Elektroauto mit vollstandig geladener Batterie
ohne erneutes Aufladen unter bestimmten Bedingungen zuriicklegen kann, wird als
MNennreichweite des Elektroautos bezeichnet und ist fur jedes Elekiroauto ein fester
Wert. Die tatsachliche Reichweite hangt von vielen Faktoren ab; im Folgenden wird
ausschlieRlich die Abhangigkeit von der Auentemperatur betrachtet.

Diese Abhangigkeit kann fur eine Vielzahl von Elektroautos modellhaft im Intervall
[—12;36] durch eine Funktion r beschrieben werden. Dabei ist x die AulRentempera-
turin °C und r{x} der Quotient aus der tatsachlichen Reichweite eines Elektroautos
und dessen Nennreichweite. Abbildung 2 zeigt den Graphen der Funktion r.

Hat also r beispielsweise fur eine bestimmte Aultentemperatur den Wert 0,6, so be-
tragt die tatsachliche Reichweite eines Elektroautos bei dieser Aulentemperatur

60 % seiner Nennreichweite.

h
A"
-
Z ——— T ——
e e
N - — A
x&
-12 -8 -4 |0 4 & 12 16 20 24 28 32 6
Abb. 2

Im Folgenden werden nur Temperaturen im Bereich von —12°C bis 36°C sowie
Elektroautos betrachtet, bei denen der durch die Funktion r beschriebene Zusam-
menhang gilt.

a Geben Sie anhand von Abbildung 2 die Koordinaten des Hochpunkts des Graphen| 4
von r an. Beschreiben Sie die Bedeutung des Hochpunkts und seiner Koordinaten
im Sachzusammenhang.

b Es gibt Autentemperaturen, bei denen die tatsachliche Reichweite eines Elektro- | 4
autos groler ist als seine Nennreichweite. Bestimmen Sie mithilfe von Abbildung 2
den entsprechenden Temperaturbereich.

25
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 1

Losung zu Aufgabe 2a:
Ldsungsidee:

Die Koordinaten des Hochpunktes der Funktion r lassen sich aus der grafischen Darstellung
ablesen.

Die Beschreibung der Bedeutung dieser Koordinaten im Sachzusammenhang ergeben sich
aus deren Erlauterung in der Aufgabenstellung.

Ausflihrung:

12

o8

+ 0 1] 4 | 12| % 0 | 2

Die Koordinaten des Hochpunktes H des Graphen von r sind H(22|1,2).

Die grofte tatsachliche Reichweite ergibt sich bei einer AuRentemperatur von 22° C.
Da r(x) der Quotient aus der tatsachlichen Reichweite eines Elektroautos und dessen Nenn-
reichweite ist, wird bei dieser AuRentemperatur das 1,2-Fache der Nennreichweite erreicht.

Losung zu Aufgabe 2b:
Ldsungsidee:

Die tatsécr]liche Reichweite entspricht der Nennreichweite, wenn der Quotient

r(x) = LaLsichliche Reichweite yon \Wert 1 hat. Wenn dieser Quotient gréRer als 1 ist, dann ist
Nennreichtweite

die tatsachliche Reichweite grofier als die Nennreichweite.

Ausfliihrung:

. tatsichliche Reichweite . . . .
Esist r(x) = ;en;reicht‘fvei:ve =2 Durch Einzeichnen einer Parallelen zur x-Achse im Ab-

stand 1 oberhalb der x-Achse kann das gesuchte Intervall gefunden werden. Es werden die
Schnittpunkte der Parallelen mit dem Graphen von r(x) gesucht. Die x-Werte dieser Schnitt-
punkte sind die Grenzen des gesuchten Intervalls.

Der gesuchte Temperaturbereich liegt im Intervall 10° C < x < 34°C.

© Texas Instruments Education Technology 2025 Seite 9



Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 2

Analysis 2 gA; WTR
BE
1 Abbildung 1 zeigt den Graphen der in IR definierten Funktion f mit f(x)=(2-x)-e*.
!\y
3
Xy
5 1 I
_____ —
I\ Abb. 1
a Geben Sie die Nullstelle von f sowie das Verhalten von f flir x ——co und fur 3
X —>+0o an.
b Berechnen Sie die Koordinaten des Hochpunkts des Graphen von f. 4

Losung zu Aufgabe 1a:
Losungsidee:

Die gesuchten Eigenschaften lassen sich der Abbildung und dem Funktionsterm entnehmen.
Eine Begrindung muss nicht aufgeschrieben werden, da die Eigenschaften nur angegeben
werden sollen.

Ausfuhrung:

Die Nullstelle ist der x-Wert des Schnittpunktes (2|0) mit der x-Achse, also gilt x, = 2. Fur
eine rechnerische Ermittlung der Nullstelle musste der Funktionsterm gleich null gesetzt wer-
den. (2 — x) - e* = 0 gilt genau dann, wenn einer der Faktoren null ist.

Wegen e* # 0 muss gelten 2 — x = 0. Auch daraus folgt fur die Nullstelle x, = 2.

Far das Verhalten von f fir x - —oo bzw. x — oo ist der Faktor e* entscheidend. Fur sehr

kleine negative x-Werte geht e* gegen Null, also gilt lim f(x) = 0. Fir sehr groRe Werte
X——00

von x geht e* gegen Unendlich, aber der Faktor (2 — x) wird flr x > 2 negativ, so dass gilt

lim f(x) = —oo.

X— 00

Fir das Aufschreiben der Losung reichen die Angaben:

Nullstelle: x, = 2 sowie lim f(x) = 0und lim f(x) = —
X——00 X—00

Ebenso lassen sich aus dem Graphen von f diese Eigenschaften vermuten.

© Texas Instruments Education Technology 2025 Seite 10



Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 2

Losung zu Aufgabe 1b:
Ldsungsidee:

Es werden die 1. Ableitung f'(x) und die 2. Ableitung f" (x) von f nach den Ableitungsregeln
gebildet. Fur die Berechnung der Koordinaten des Hochpunktes von f werden die Nullstellen
xe von f'(x) berechnet. Die Vorzeichen von f''(x,) geben Auskunft Uber die Art der lokalen

Extrema. Der Wert von f(x,) ergibt die y-Koordinate des Hochpunktes.

Ausflihrung:
Ableitungen:

f(x) = (2 —x) - e* mit der Produktregel folgt
fl)=(-1)-e*+(2—-x)e*=(1-x) e*und
ff)=(D-e*+(1-x)-e*=—x-e”

Notwendige Bedingung fur lokale Extremstellen:

Die Nullstellen von f'(x) sind mogliche Extremstellen. f'(x) = (1 — x) - e* = 0 gilt genau
dann, wenn einer der Faktoren null ist. Wegen e* # 0 muss gelten 1 —x = 0, also istx, = 1
eine moégliche Extremstelle.

Hinreichende Bedingung fir lokale Extremstellen:

Es muss gelten f"'(x,) # 0. Fur die Existenz eines lokalen Hochpunktes muss im Speziellen
f"(x,) < 0sein. Esist (1) = —1-e! = —e < 0. Damit ist nachgewiesen, dass f an der
Stelle x, = 1 einen lokalen Hochpunkt besitzt.

Funktionswert an der Stelle x, = 1:
f)=@2-1)-e'=e
Der Hochpunkt von f hat die Koordinaten H(1]e).

¢ Begrunden Sie mithilfe geeigneter Eintragungen in Abbildung 1 geometrisch, dass | 3
1

der Wert des Terms %-e- 4 ein Naherungswert fur das Integral I f(x)dx ist.
-3

d Die in IR definierte Funktion F mit F[x) =(3—x)-ex ist eine Stammfunktion von f. | 2
1

Berechnen Sie den exakten Wert des Integrals j f(x)dx sowie die prozentuale
-3

Abweichung des Naherungswerts %-e- 4 vom exakten Wert.

Losung zu Aufgabe 1c:

Lésungsidee:

Das bestimmte Integral lasst sich wegen f > 0 im Intervall —3 < x < 1 deuten als der Inhalt
der Flache, die der Graph von f und die x-Achse im Intervall zwischen den Integrationsgren-

zen einschlief3t. Der Term %-g - h dient u. a. zur Berechnung der Flache eines Dreiecks. Es

ist zu beurteilen, ob sich die durch das Integral beschriebene Flache durch eine geeignete
Dreiecksflache annahern lasst.
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 2

Ausflhrung:

Der Inhalt der Flache, die der Graph von f mit der
x-Achse im Intervall —3 < x < 1 einschlief3t, stimmt na-
herungsweise Uberein mit dem Flacheninhalt des einge-
zeichneten rechtwinkligen Dreiecks, das Kathetenlan-
gen von 4 LE und e LE besitzt und deshalb einen Fla-

cheninhalt von %-4 - e FE aufweist.

Losung zu Aufgabe 1d:

Losungsidee:

Ay

Wi %

1A

Es kann der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung angewendet werden, um den
exakten Wert des Flacheninhalts zu berechnen: f; f(x)dx = F(b) — F(a).

Dieser kann ins Verhaltnis gesetzt werden zum Naherungswert, der sich aus % +4-¢ ergibt.

Das Ergebnis muss dann noch durch Prozentangaben beschrieben werden.

Ausfliihrung:

Exakt: [,(2 = x)-e*dx =[B—x)-e*L; = (3—1)-e? = (B (-3))-e®) =2e — > ~ 5,14

Naherung: % 4-¢ =2e =544

Verhaltnis: 544 o 1,06
5,14

Der durch das Dreieck gegebene Naherungswert ist um ca. 6 % groéRer als der durch das be-

stimmte Integral ermittelte exakte Wert.

CEG -y DEG - CEG

6

5.137841247

2e=5>a 297 5.436563657) |2 1.058141619

-y

© Texas Instruments Education Technology 2025
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 2

2 Auf einer Internetseite wird an einem T
bestimmten Tag um 12:00 Uhr ein Bei-
trag verdffentlicht. Die Anzahl der far
diesen Beitrag abgegebenen Likes wird 554
mithilfe der in IRy definierten Funk-
tion a beschrieben, deren Graph in Ab- 1000
bildung 2 dargestellt ist. Dabei bezeich-
net x die seit 12:00 Uhr vergangene Zeit 0
in Stunden und a[x} die Anzahl der
seit 12:00 Uhr abgegebenen Likes.

a Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von a im Sachzusammenhang. 2

b Bestimmen Sie die Anzahl der von 14:00 Uhr bis 16:00 Uhr durchschnittlich pro 3
Stunde abgegebenen Likes.

¢ Betrachtet wird die Gleichung a(x + 3)=a(x)+1000, die im Bereich x>0 genau | 5
eine Ldsung hat. Ermitteln Sie die Lésung der Gleichung grafisch in Abbildung 2.
Interpretieren Sie die Gleichung im Sachzusammenhang.

25

Losung zu Aufgabe 2a:
Losungsidee:

Um im Sachzusammenhang zu bleiben, muss die Anzahl der Likes in Abhangigkeit von der
Zeit beschrieben werden. Dabei muss die Monotonie des Graphen beachtet werden.

Ausflihrung:

Die Anzahl der seit der Verdffentlichung des Beitrages abgegebenen Likes nimmt wahrend
der dargestellten Zeitdauer immer stetig zu. Im Laufe der Zeit flacht die Kurve aber ab, d. h.
die Anzahl der seit 12:00 Uhr abgegebenen Likes nahert sich der Grenze von ungefahr 2500
Likes.

Losung zu Aufgabe 2b:
Lésungsidee:

Um die Anzahl der durchschnittlich pro Stunde abgegebenen Likes im Zeitraum a < x < b zu
bestimmen, muss der Differenzenquotient % berechnet werden. Dabei geben f(b) und
f(a) die Anzahl der Likes zu den Zeitpunkten b bzw. a an.

Ausfihrung:

Dem Zeitpunkt 14:00 Uhr entspricht der x-Wert x = 2. Zu x = 4 gehdrt der Zeitpunkt

16:00 Uhr. Aus der Abbildung lassen sich die zugehorigen Funktionswerte entnehmen:
£(2) ~ 1500 und £(4) ~ 2300. Damit ist L2=L(D) = B30 _ 590 _ 400,

4-2 2

Von 14:00 Uhr bis 16:00 Uhr wurden durchschnittlich pro Stunde 400 Likes abgegeben.
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analysis 2

Losung zu Aufgabe 2c:

Losungsidee:

Die Gleichung liefert denjenigen Zeitpunkt, zu dem die Anzahl der fiir den Beitrag abgegebe-
nen Likes um 1000 kleiner ist als drei Stunden spater. Um die Losung grafisch zu ermitteln,
kann mit Hilfe von Streckenziugen systematisch probiert werden. Man ,geht” von einem belie-
bigen Zeitpunkt x > 0 zum zugehdrigen Funktionswert f(x) und von dort drei Einheiten nach
rechts. Vom Endpunkt dieser Strecke ,geht* man zwei Einheiten (= 1000 Likes) senkrecht
nach oben. Wenn man dann auf dem Graphen ,landet®, hat man die Lésung gefunden. Wenn
dies nicht der Fall ist, muss man einen neuen Startwert probieren.

Ausfuhrung:

Die folgenden Abbildungen zeigen einen moglichen Verlauf des systematischen Probierens.
Sie kdnnen naturlich auch individuell verschieden sein.

3000

2000

1000

3000

2000

1000

2000

1000

Die Losung der Gleichung ist x = 1,9.

N

y

Abb. 2

Start bei x = 1; der Endpunkt
des Streckenzuges liegt unter-
halb des Graphen

Start bei x = 3; der Endpunkt
des Streckenzuges liegt ober-
halb des Graphen

Start bei x = 1,9; der Endpunkt
des Streckenzuges liegt auf
dem Graphen

© Texas Instruments Education Technology 2025
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Lineare Algebra

Lineare Algebra gA; WTR

1 In einem Nationalpark wird die Entwicklung einer Population weiblicher Saugetiere
derselben Art untersucht. Im ersten Lebensjahr werden die Tiere als Babys bezeich-
net und sind nicht geschlechtsreif. Anschlieltend werden sie ein Jahr lang als Jung-

tiere, danach als erwachsene Tiere bezeichnet. Die Zusammensetzung dieser Popu-
b

lation wird durch Vektoren der Form | j | dargestellt. Dabei ist b die Anzahl der
e
Babys, | die Anzahl der Jungtiere und e die Anzahl der erwachsenen Tiere.
Zu Beginn der Beobachtung wird die Zusammensetzung der Population durch den
Wektor % dargestellt. Die Entwicklung der Population von einem Jahr n zum

nachsten Jahr kann modellhaft durch die Gleichung Vm :M-vn_ mit

0 01 15
M=|04 O 0 | beschrieben werden.
0 09 07

a Beschreiben Sie die Bedeutung des Eintrags 0,9 in der Matrix M im Sachkontext.

BE

Losung zu Aufgabe 1a:

Ldsungsidee:

Die Matrix M beschreibt die Wahrscheinlichkeiten der Ubergdnge zwischen den Entwick-

lungsstadien der Population.

Ausfihrung:
Die Ubergangsmatrix sieht etwas ausfiihrlicher beschrieben so von b 7
aus, wie es die nebenstehende Abbildung zeigt. nach
Der Eintrag 0,9 gibt also an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass b 0 0,1
aus Jungtieren erwachsene Tiere werden, 0,9 betragt.
Etwas anders formuliert: i 0,4 0
90 % der Jungtiere Uberleben das zweite Lebensjahr.

e 0 0,9

1,5

0,7
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Lineare Algebra

b Beurteilen Sie folgende Aussage: 3

Wenn es im Jahr n in der Population dreimal so viele erwachsene Tiere wie
Jungtiere gibt dann gibt es zum néchsten Jahr in der Population genauso
viele erwachsene Tiere wie im Jahr n.

Losung zu Aufgabe 1b:
Lésungsidee:

Es kann die Gleichung v,,,; = M - v,, verwendet werden. Die Bedingung fiir v,, kann dem
Text entnommen werden. Da fiir v,,.; nur die ,Erwachsenenzeile” interessiert, kann die Multi-
plikation von Matrix und Vektor auf das Skalarprodukt der dritten Zeile von M mit dem Vektor
v, reduziert werden.

Ausflihrung:

Die Population im Jahre n kann durch den Vektor v,, = <;C’ ) beschrieben werden. Die Popu-
lation im Jahre (n;— 1) wird mithilfe der Ubergangsmatrix?}%eile 3 berechnet:

(0 09 0,7)0<}’>=0-x+0,9-y+0,7-3y=0,9y+2,1y=3y

Die Aussage ist V\:/’)ghl’.

¢ Tatsachlich wird beobachtet, dass sich die Zusammensetzung der Population im| 4
Laufe der Zeit nicht andert. Dabei ist bekannt, dass die Population 500 Babys und
600 erwachsene Tiere hat.

Dies steht jedoch nicht mit dem durch die Matrix M gegebenem Modell im Einklang,
da bei diesem von einer zu hohen Fortpflanzungsrate der erwachsenen Tiere aus-
gegangen wird. In einem neuen Modell soll dieser Tatsache Rechnung getragen
werden, indem genau ein Eintrag in M geandert wird.

Bestimmen Sie den Wert des neuen Eintrags.

Losung zu Aufgabe 1c:
Lésungsidee:

Da die Fortpflanzungsrate der erwachsenen Tiere zu hoch angesetzt wurde, muss dieser
Wert geéandert und in der Ubergangsmatrix neu bestimmt werden. Es gibt eine neue Uber-
gangsmatrix M,, von der nur das Element a,5 neu zu ermitteln ist. Der Bestandsvektor w
lasst sich ebenfalls dem Text enthehmen. Zudem soll bekannt sein, dass sich die Zusam-
mensetzung der Population nicht andert. Es muss deshalb gelten M; - w = w.

Ausfuhrung:

0 01 aq3 500
Ml=<o,4 5 o>;v—v»:( ) )
0o 09 07 600

0 0,1 a13 500 500 0 : 500 + 0,1y + a13 " 600 = 500
Ml'W=W(=)<O,4 0 0)'(y>=<y>(=) 0,4-500+0+0 =y
0 09 07 600 600 0+09-y+0,7-600 = 600
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Lineare Algebra

Aus Zeile 2 des Gleichungssystems folgt y = 200. Dies in die erste Gleichung eingesetzt,
ergibt 0,1- 200 + a3 - 600 =500 © aq3 = z—sg = 0,8. Die dritte Zeile ergibt mit y = 200 eine

wahre Aussage: 0,9 200+ 0,7 - 600 = 180 + 420 = 600.

Der neue Eintrag fur die Fortpflanzungsrate der erwachsenen Tiere muss den Wert 0,8 ha-
ben.

2 Betrachtet wird das Viereck ABCD mit den Eckpunkten A(-117|m) B(2]|7|m)

C{E 2] 1) und D(‘1|2|1} mit einer naturlichen Zahl m.

a Zeigen Sie, dass ABCD ein Rechteck ist und eine Seite von ABCD die Lange 4
25+(1-m)* hat.

b Zudem besitzt ABCD die folgenden Eigenschaften: 3
¢+ Eine Seite hat die Lange 3.
¢ Der Flacheninhalt betragt 39.

Bestimmen Sie m.

Losung zu Aufgabe 2a:
Ldsungsidee:

Die Langen aller Seiten sollten bestimmt werden, um herauszufinden, welche die Lange

J25 + (1 — m)? hat.

Fir die Rechteckeigenschaft ist nachzuweisen, dass es ein Paar gegeniberliegender Seiten

gibt, die parallel und gleich lang sind. Dazu kénnen z. B. die Vektoren AB und DC verglichen
werden. AuRerdem muss das Viereck ABCD einen rechten Innenwinkel haben. Dazu kann
das Skalarprodukt zweier benachbarter Seitenvektoren gebildet werden.

Ausfuhrung:

2 -1 3 2 -1 3
weana-(0)-(F)- G e-s-w-()-(7)-

m m 0 1 1 0

2 2 0 -1 -1 0
e ()-8 o ()-()-(2)

1 m 1—-m 1 m 1—m

Die Seiten AF und DC sind parallel und haben die gleiche Lange 3.
Die Seiten BC und 4D sind parallel und haben die gleiche Lange V02 + (=5)2 + (1 — m)2.
Dies kann vereinfacht werden zu |BC| = |4D| = /25 + (1 — m)2.

Zu zeigen ist noch die Existenz eines rechten Innenwinkels.
Dazu wird gezeigt, dass AB o BC = 0 ist.

3 0

EoB_c’=<o>o< -5 >=3-0+0-(—5)+0-(1—m)=0
0 1-m

Damit sind die verlangten Nachweise erbracht.
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Lineare Algebra

Losung zu Aufgabe 2b:
Ldsungsidee:

Der Flacheninhalt eines Rechtecks ergibt sich aus dem Produkt der Seitenlangen. Diese
wurden in der Teilaufgabe 2a bereits bestimmt. Das Produkt der Seitenlangen soll 39 erge-
ben. Aus diesem Ansatz kann m bestimmt werden.

Ausflihrung:

|[4B| - |BC| = 39

325+ (1 —-m)? =39 |: 3

m =13 | quadrieren

254+ (1—m)? =169 |-25

(1-m)? =144 | Wurzel

1-m=+12 | m € N nach Voraussetzung
1-m=12em=-11 | entfallt
l1-m=-12em=13

Far m = 13 sind die Bedingungen erfullt.

Probe:

|[4B| = 3; |BC| = /25 + (1 — 13)2 = /25 + (—12)% = V25 + 144 = V169 = 13

|[4B|- |BC| =3-13 =39
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analytische Geometrie 1

Analytische Geometrie 1 gA; WTR

1 Aufgabe

Ein Partyzelt wird beschrieben durch einen zusammengesetzten Korper bestehend aus
einem geraden Prisma und einer geraden Pyramide (vgl. Abbildung 1). Die Grundfla-
che des Prismas ist ein Achteck. Abbildung 2 zeigt den zusammengesetzien Karper in
einem Koordinatensystem.

X3
S

A

N (o

X3

Abb. 1 %y Abb. 2

Die Punkte A(5]0]0), B(4]13]0), C(0[5]0), D(5]013), E(41313), F(0]5]3) und
S(0]0]5) sind Eckpunkte des zusammengesetzten Kérpers. Die XyX3-Ebene und die
X5X3 -Ebene des Koordinatensystems sind Symmetrieebenen des zusammengesetz-
ten Karpers. Die x4X;-Ebene beschreibt die Horizontale. Eine Langeneinheit im Koor-
dinatensystem entspricht 1 m in der Realitat.

BE

a Abbildung 3 zeigt einen Teil der Grundfla- %5
che des Prismas in der x;x,-Ebene. Ver-
vollstandigen Sie die Grundfldche in Ab-
bildung 3.

(9]

b An allen acht gleich langen Dachkanten,
die in der Spitze des Partyzeltes zusam-

menlaufen, soll jeweils eine Girlande an- "y
gebracht werden. Dabei muss jede Gir- '
lande 60 cm langer als die zugehdnge
Dachkante sein. Bestimmen Sie die Ge-
samtlange aller Girlanden.

¢ Bestimmen Sie rechnerisch einen Norma- -8
lenvektor der Ebene, in der das Dreieck
EFS liegt.

Abb. 3
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analytische Geometrie 1

Losung zu Aufgabe a:
Losungsidee:

Punkte, die in der Grundebene, der x; x,-Ebene, liegen, besitzen die x;-Koordinate null.

Die angegebenen Symmetrieeigenschaften des zusammengesetzten Kérpers helfen, die Ko-
ordinaten der restlichen Punkte der Grundflache zu ermitteln. Mithilfe der x;; x,-Koordinaten
dieser Punkte lasst sich die Abbildung der Grundflache vervollstandigen.

Ausfliihrung:

Um den fehlenden Punkt im zweiten Quadranten zu er-
mitteln, muss der Punkt B(4|3|0) an der x,-Achse ge-
spiegelt werden. Der Spiegelpunkt hat dann die Koordi-
naten B'(—413]0).

Um den fehlenden Punkt im vierten Quadranten zu er-
mitteln, muss der Punkt B(4|3|0) an der x;-Achse ge- —=
spiegelt werden. Der Spiegelpunkt hat dann die Koordi-
naten B"'(4]—3|0).

Die beiden Punkte B’ und B"' werden mit den auf den
Achsen liegenden Punkten durch Strecken verbunden,
um die achteckige Grundflache vollstandig zu zeichnen.

Abb. 3
Losung zu Aufgabe b:

Losungsidee:

Die Lange einer Dachkante kann als Betrag des Vektors DS (oder ES oder FS)) berechnet
werden. Deren Lange wird um 60 cm = 0,6 m vergroRert, um die Lange einer Girlande zu er-
halten. Die Gesamtlange aller acht Girlanden ergibt sich dann durch Multiplikation der Lange
einer Girlande mit 8.

Ausfuhrung:

o))
8

Verlangerung um 60 cm: |DS| + 0,60 = 5,39 + 0,60 = 5,99 ~ 6,00 m

|DS| = =J(=5)2+02+22=25+4=+29~539m

Bei acht Dachkanten: = 85,99 m = 47,88 = 48,00 m
Die Gesamtlange der Girlanden betragt etwa 48 m.

Fir die Rechnung mit dem WTR wird der FLOAT-Modus auf zwei Nachkommastellen einge-
stellt.

Fl# DEG FId DEG e
[AA333 RADIAN GRADIAN
HORHALIS B 1] {29+0.6 5.99
FLOAT 0 1HA3456789 | [@ns+8 47.88
REALIEYAS
MATHPRINT

CLASSIC
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analytische Geometrie 1

Losung zu Aufgabe c:
Ldsungsidee:

Der Normalenvektor steht senkrecht zur Ebene, in der die Punkte E, F und S liegen. Die
Skalarprodukte des Normalenvektors mit zwei nicht zueinander parallelen Vektoren der
Ebene missen den Wert null haben, damit diese Orthogonalitatsbedingungen erfillt sind.

Ausflihrung:

X
Normalenvektor: 77 = <y

4 —4 [0\ /4 —4
)_(3):(2>undgszos_ogz<o)_<3):<_3)
3 0 5 3 2

Skalarprodukte:

X —4 . X —4
r_ioEF=<y>o(2>=—4x+2yund?loES=<y>°(—3>=—4x—3y+22
z 0 z 2

Die Skalarprodukte missen den Wert null haben, deshalb ergibt sich folgendes Gleichungs-
system:

N

—4x + 2y = 0
—4x—-3y+2z = 0
Zur Lésung des Gleichungssystems kann fir z eine beliebige Zahl ungleich null eingesetzt
werden, z. B. z = —1.
—4x + 2y = O(:)—4x+2y = 0
—4x—3y+2-(-1) = 0 —4x-3y = 2
Subtraktion beider Gleichungen ergibt 5y = -2, also y = —é.

Dies in Gleichung 1 eingesetzt, fuhrt zu —4x + 2 - (— é) =0 —4x — % =0 x= —i.

1

5
Ein Normalenvektor dieser Ebene ist z. B. | _ 2 | oder nach Multiplikation mit —5 der Vektor

5
-1
1
i <2>
5
Alternativ kann der Normalenvektor auch Uber das Vektorprodukt ermittelt werden:
a, b,—a,-b,

axb= a,-b—a,-b,

a,-by—a,-b

Y A 4 1
ﬁ:EFxES:(2>x<—3>=(8>=4-<2>
0 2 20 5
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Grundlegendes Anforderungsniveau — Analytische Geometrie 1

d Das Dreieck EFS liegt in der Ebene mit der Gleichung xq + 2x5 +5x3 =25 . 3
Berechnen Sie die Grolke des Neigungswinkels der Dachilache, die durch das Drei-
eck EFS beschrieben wird, gegeniber der Horizontalen.

Losung zu Aufgabe d:
Losungsidee:

Die Grolie des Winkels zwischen zwei Ebenen entspricht der Grofle des Winkels zwischen

deren Normalenvektoren. Der Winkel «, den zwei Vektoren d und b miteinander einschlie-
Ben, kann berechnet werden durch cos(a) = %. Der Normalenvektor der Ebene, in der
das Dreieck EFS liegt, wurde in der vorigen Teilaufgabe berechnet. Zur Kontrolle kann er

auch den Koeffizienten der Ebenengleichung enthommen werden. Die Horizontale wird

durch die x,x,-Ebene beschrieben.

Ausfliihrung:

[UnN

Der Normalenvektor der Ebene, in der das Dreieck EFS liegt, ist 77 = (2) Die Horizontale

oUl

wird durch die x; x,-Ebene beschrieben, die den Normalenvektor b= (0) besitzt.

w (M),
")

V24224521 30
Daraus ergibt sich ein Neigungswinkel a der Grofie a = 24,09°.

—_

Der Neigungswinkel wird berechnet durch cos(a) =

0
0
1

DEG

cost( ) 24.09

e Im Inneren des Partyzelts befindet sich eine gerade Schiene, deren Enden im Modell | 4
der Punkt S und der Mittelpunkt M(2]4|3) der Strecke EF sind. Ein Strahler be-
weqt sich entlang der gesamten Schiene und sendet dabei einen Laserstrahl in der

-1
Richtung, die durch den Vektor | -2 | dargestellt werden kann, in den Innenraum des
-2
Partyzelts aus.
In einer Zeltwand befindet sich an einer Stelle ein kleines Loch. Diese Stelle wird
durch den Punkt L(—2 | -4 |D,5) beschrieben. Um zu untersuchen, ob durch dieses
Loch der Laserstrahl nach aulten dringen kann, wird der Losungsansatz

-1\ [=2 0 2
OP; +r-| -2 |=| —4 | befrachtet, wobei OP; =| 0 [+t-| 4 | mit t [0;1] gilt.
-2} 105 5 -2

Erlautern Sie die geometrischen Sachverhalte, die diesem Lésungsansatz zugrunde
liegen, und deuten Sie diese im Sachzusammenhang.
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Losung zu Aufgabe e:

Ldsungsidee:

Die gerade Schiene kann im Modell durch eine Geradengleichung beschrieben werden.
Ausflihrung:

Die Schiene hat die Endpunkte S(0|0|5) und M(2|4|3). Als mathematisches Modell ist eine
Geradengleichung fir Punkte P, mit eingeschranktem Bereich des Parameters t geeignet,

welche die Punkte der Strecke SM beschreibt: OP, = 05 +t-SM mitt € R;0 < t < 1.
Far t = 0 wird der Punkt S, fur t = 1 der Punkt M dargestellt.

Der Laserstrahl kann seinen Anfang in jedem Punkt P, der Strecke SM haben. Seine Rich-

-1
tung wird durch den Richtungsvektor (—2) beschrieben. Demzufolge lasst sich der Laser-
-2
. -1
strahl durch die Geradengleichung X = OP;, +r - <—2> modellieren.
-2

Wenn die Koordinaten vom Loch L(-2|-4|0,5) diese Geradengleichung erflllen, dann kann
das Laserlicht nach auf3en dringen.
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Analytische Geometrie 2 gA; WTR

1 Aufgabe

BE

Die Abbildung zeigt die Pyra- z
mide ABCDS. lhre Grundflache
ABCD ist ein Drachenviereck
mit den Eckpunkten A(0]0]0),
B(2|2|D], C{D|6|0) und
D(-2]2]0). Die Spitze der
Pyramide liegt im Punkt

S{O | D|6).

a Berechnen Sie die Lange
der kirzesten und die Lange
der langsten der acht Kanten
sowie das Volumen der X
Pyramide ABCDS.

Die Seitenflache BCS der Pyramide liegt in der Ebene E.

b Ermitteln Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform. 4
(zur Kontrolle: 2x+y+z=6)

¢ Bestimmen Sie die Grolke des Winkels, den die Ebene E mit der xy-Ebene ein- 3
schliefit.

Losung zu Aufgabe a:
Lésungsidee:

Der Skizze und einem Vergleich der Koordinaten der Eckpunkte lasst sich entnehmen, wel-
che die kurzeste und die langste Kante sind. Die Kantenlangen lassen sich als Betrage der
Vektoren, die die Kanten aufspannen, berechnen. Das Volumen einer Pyramide wird berech-

net durch V = %-AG - h. Die Grundflache ABCD hat die Form eines Drachenvierecks. Die
Hohe der Pyramide stimmt mit der Léange der Kante AS Uberein.

Ausfihrung:

Die kiirzesten Kanten sind AB bzw. AD.

2

ﬁz(Z)damitist|ﬁ|=\/22+22+02=\/2.4=2.\/§
0

—_— _2 —_

AD=<2 )damitist|AD|=\/(—2)2+22+02=\/2-4=2-\/§

0
Die langste Kante ist CS.

0-0
ﬁ=<0—6>damitist|ﬁ|=\/02+(_6)2+62:\/2.36:6.\/§
6—0
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Der Flacheninhalt A, der rautenformigen Grundflache ABCD kann A

z. B. als halbes Produkt der Langen der Diagonalen berechnet

werden:

Ag =5-6-4=12.Da S senkrecht iiber A liegt, ist |AS| = 6 die B D
Hohe h der Pyramide.

Somit gilt fur ihr Volumen V = %-Ag ~h = % 12-6 =24 VE.

Alternativ kann der Flacheninhalt der Grundflache auch Uber eine
Zerlegung des Drachenvierecks berechnet werden. Die folgenden
Abbildungen zeigen drei Moglichkeiten solcher Zerlegungen. C

A

Ag=24-2+2-4-4 Ag=2-2-6-2
Die Seitenflache BCS der Pyramide liegt in der Ebene E.
b Ermitteln Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform. 4

(zur Kontrolle: 2x+y+z=6)

¢ Bestimmen Sie die Grilke des Winkels, den die Ebene E mit der xy-Ebene ein- 3
schlieldt.

Losung zu Aufgabe b:
Ldsungsidee:

Es kann ein Normalenvektor 71 der Ebene E bestimmt werden, z. B. mit den Skalarprodukten

der Vektoren BC und BS mit 7. Mit dessen Hilfe wird eine Normalenform der Ebene E und da-
raus die Koordinatenform von E bestimmt.

Ausfuhrung:

L 0 2 -2 . 0 2 -2
=3¢ 08 - () (2) - (4 ) o5 055 - (0) - (2) - (2]
0 0 0 6 0 6

itn = ( ) ergibt sich:

<
N R

x -2
r‘ioBC=O<:><y>o(4>=0<:>—2x+4y=0und
z 0

X -2
ﬁ'O§§=O(:><y>o(—2)=0(:>—2x—2y+6z=0
z 6
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Zur Lésung des Gleichungssystems kann fiur z eine beliebige Zahl ungleich null eingesetzt
werden, z. B. z = —1.

—2x + 4y 0(:)—2x+4y = 0
—2x—-2y+6-(-1) = 0 —2x—2y = 6

Subtraktion beider Gleichungen ergibt 6y = —6, also y = —1.
Dies in Gleichung 1 eingesetzt, fihrtzu —2x+4- (1) =0 -2x =4 & x = —2.

-2
Ein Normalenvektor dieser Ebene ist z. B. (—1) oder nach Multiplikation mit —1 der Vektor

-1
2
n=|_1].
1

Alternativ kann der Normalenvektor auch ber das Vektorprodukt ermittelt werden:

. [@rbmash -2 -2 24 2
axb=| a,-b —a, b, ﬁ=B_C’><lTS=(4)x<—2)=<12)=12-<1>
0 6 12 1

a,-b,—a,-b

2

Mit dem Normalenvektor 71 = (1 wird die Normalengleichung 71 o (¥ — x;) = 0 der Ebene E
1
s

aufgestellt. Fir x, kann der Ortsvektor eines der Punkte B, C oder S verwendet werden.

2 x 0

ﬁo(fc’—x_o’)=0<=><1>o[(y>—<0)] =0=2x+y+z—(2:-0+1-0+1:6)=0
1 z 6

2x +y+z— 6 = 0 ist eine Koordinatengleichung der Ebene E.

Das Ergebnis stimmt Uberein mit der als Kontrolle angegebenen Ebenengleichung.

Losung zu Aufgabe c:
Lésungsidee:

Die Grolie des Winkels zwischen zwei Ebenen entspricht der GréRe des Winkels zwischen

deren Normalenvektoren. Der Winkel a, den zwei Vektoren a und b miteinander einschlie-
Ren, kann berechnet werden durch cos(a) = ﬁ. Der Normalenvektor der Ebene, in der
das Dreieck BCS liegt, wurde in der vorigen Teilaufgabe berechnet. Zur Kontrolle kann er
auch den Koeffizienten der Ebenengleichung entnommen werden. Die Horizontale wird

durch die x; x,-Ebene beschrieben.

Ausfuhrung:

N

Der Normalenvektor der Ebene, in der das Dreieck BCS liegt, ist 71 = (1) Die Horizontale

[N
(e}

wird durch die x;x, —Ebene beschrieben, die den Normalenvektor b= <0> besitzt.

—_
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2 0
o - 1ol 0
nob _ 1 1 1 1

Der Neigungswinkel wird berechnet durch cos(a) = e <i> oo iy
1

]
Daraus ergibt sich ein Neigungswinkel der Grofe a = 65,91°.

cost(Fr)  es.91
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d Der Punkt B wird nun so parallel zur y-Achse verschoben, dass fur den dadurch ent- | 3
stehenden Punkt B’ gilt:

Das Viereck AB'CD hat in B’ einen rechten Innenwinkel.

Um die Koordinaten von B’ zu bestimmen, kann folgender Ansatz verwendet wer-

den:
2

Erlautern Sie diesen Ansatz.

Losung zu Aufgabe d:
Ldsungsidee:

Die Problemstellung lasst sich veranschaulichen in der Projektion der Grundflache in die xy-
Ebene, so wie sie bereits in Teilaufgabe a verwendet wurde.

Damit bei B’ ein rechter Innenwinkel entsteht, muss das Skalarprodukt der beiden von B’
ausgehenden Seitenkantenvektoren den Wert null haben.

Ausflihrung:

Der Punkt B’ liegt auf einer Parallelen p zur y-Achse, die durch P
den Punkt B(2]2|0) verlauft. Die Koordinaten von B’ kdbnnen somit ¥
angegeben werden durch B'(2]y|0).

Damit bei B’ ein rechter Innenwinkel im Viereck AB'CD entsteht,

muss das Skalarprodukt B’4 o B'C den Wert null haben.

0-—-2 2 0-2 2
1= (e (5)-6)
0-0 0 0-0 0
2 2 2 2
morc:o@_@o_(m):m:(y)o(m)=o
0 0 0 0

Wenn das Skalarprodukt B'A-B'C gleich null ist, dann ist der Winkel zwischen den Vektoren
B4 und B'C ein rechter Winkel.

"_’?'._—_"“"' i

Hinweis: Die Berechnung von vy ist nicht verlangt.
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Stochastik 1; gA; WTR

1  Aufgabe

BE

In einer Groflistadt wurde bei einer Erhebung der Anteil der dberbelegten Haushalte an
allen Haushalten erfasst. Ein Haushalt gilt als Gberbelegt, wenn er Gber zu wenige Zim-
mer in Bezug auf die Anzahl der im Haushalt lebenden Personen verfiugt.

In 28,5 % aller Haushalte lebt mindestens ein Kind. Yon diesen Haushalten sind 15,9 %
Uberbelegt. Bei den Haushalten ohne Kind betréagt der Anteil der Uberbelegten Haus-
halte 6,5 %.

a Stellen Sie den Sachverhalt in einem beschrifteten Baumdiagramm dar. 3

b Zeigen Sie, dass etwa 9,18 % aller Haushalte Uberbelegt sind. 2

Losung zu Aufgabe a:
Losungsidee:

Es sind zwei Ereignisse zu betrachten, deren Abhangigkeit in einem zweistufigen Baumdia-
gramm darzustellen ist.

Die Pfadwahrscheinlichkeiten kdnnen zum Teil dem Text enthommen werden. Weitere Pfad-
wahrscheinlichkeiten kdnnen nach den Pfadregeln bestimmt werden.

Ausfliihrung:

Zu betrachten sind die Ereignisse A und B mit 0,159-x

A: In einem Haushalt lebt mindestens ein Kind. B

B: Ein Haushalt qgilt als Uberbelegt. A

e - 0,285 T

Segenereignisse. 0,841 58

A: In einem Haushalt lebt kein Kind.

B: Ein Haushalt gilt nicht als Uberbelegt. 0.715 0,065 « B
’ -

Dem Text lassen sich folgende Wahrscheinlichkeiten A <

entnehmen: 0,925 B

P(A) = 0,285

P,(B) = 0,159

Pz(B) = 0,065

Nach den Pfadregeln erhalt man

P(A) =1-P(A) =1-0,285=0,715
Py(B) =1—-P4(B) =1-0,159 = 0,841
Pz(B)=1-Pz(B)=1-0,065=0,935
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Losung zu Aufgabe b:
Ldsungsidee:

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit flir den Anteil der Gberbelegten Haushalte an allen Haushal-
ten kann nach der zweiten Pfadregel (Pfadadditions- und Pfadmultiplikationsregel) berechnet
werden.

Ausflihrung:

P(A) - Py(B) + P(A) - P4(B) = 0,285 0,159 + 0,715 - 0,065 ~ 0,0918
Damit ist bestatigt, dass ca. 9,18 % aller Haushalte Uberbelegt sind.

Fli DEG FIi DEG -y
[[HAI43 RADIAN GRADIAN 0.985+0. 159+0. 7»
AOLSEN SCI ENG
FLOAT 0123456789 3.09179
EEIN o.+hi
MATHPRINTIR ORI MY

Unter allen Haushalten der Grofistadt werden 1000 Haushalte zufallig ausgewahlt.
Die Zufallsgrilie X beschreibt die Anzahl der Uberbelegten Haushalte in der Stichprobe
und wird als binomialverteilt angenommen.

¢ Beurteilen Sie ohne Berechnung von Wahrscheinlichkeiten die folgende Aussage: 2

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X nimmt fiir 90 den groGtmaoglichen
Wert an.

d Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von den 1000 zufallig ausgewahlten Haushalten 4
héchstens k Haushalte dberbelegt sind, soll mehr als 90 % betragen. Ermitteln Sie
den kleinstmdaglichen Wert fir k.

Losung zu Aufgabe c:
Losungsidee:

Da die ZufallsgréRRe X die Anzahl der Uberbelegten Haushalte angibt, kann man auf das Er-
gebnis von Teilaufgabe b zurtickgreifen und den Erwartungswert fir die Anzahl der tberbe-
legten Haushalte an 1000 Haushalten berechnen. Der Erwartungswert kann dann mit der
Aussage vergleichen und beurteilt werden.

Ausfihrung:
Der Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsgroe wird berechnet durch E(X) = n - p.

Es ist n = 1000 und p = 0,0918 (siehe Teilaufgabe b). damit gilt E(X) = 1000-0,0918 = 91,8.
Da der Erwartungswert den grof3ten Wert der binomialverteilten ZufallsgroRe X angibt, ist
wegen 91,8 > 90 die Aussage falsch.
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Losung zu Aufgabe d:
Ldsungsidee:

Die Losung kann durch systematisches Probieren erfolgen.
Far die mit n = 1000 und p = 0,0918 binomialverteilte ZufallsgroRe X wird der Parameter k so
lange verandert, bis erstmals gilt P(X < k) > 0,90. Dazu wird der WTR genutzt. Der Startwert
fur k kann bei knapp tber dem Erwartungswert 91,8 liegen.

Ausflihrung:
Die Screenshots zeigen ein mdgliches Verfahren:
Binomio.lcd <Rl Einomiacds SINGLE MEinomialcds SINGLE t
?Tﬂgrf s BIANI BOUNDS LIST ALL| [TRIAL$=n=1000 VALUE=0.66189
7:B Todf P(SUCCESS)=0.0918
inomialpr x=9E5 STORE: (A vztabcd
|_-Bln0mlalCd'F : CALC| |SOLVE AGAIN
Binomia.lcdf SINGLE MEinomialcds SINGLE W Einomiaicds SINGLE MEinomialcds SINGLE t
TRIALS=n=1000 VALUE=0.83007 TRIALS=n=1000 VALUE=0.8984Y
P(SUCCESS)=0.0918 P(SUCCESS)=0.0918
%=100 STORE: (A vz tabcd x=103 STORE: (A vz tabcd
B |SOLVE AGAIN quIT CALC) |SOLVE AGAIN QuUIT
Binomia.lcdf SINGLE MEinomiolcds SINGLE t
TRIALS=n=1000 VALUE=9.91592
P(SUCCESS)=0.0918
%=10Y4 STORE: (A vz tabcd
CALC| |SOLVE AGAIN QuIT

Der kleinstmogliche Wert fur k ist k = 104.
Alternativer Losungsweg:

Mit der Listenfunktion des WTR kann die Suche nach dem kleinstméglichen k effektiver erfol-
gen.

Zunachst wird unter [data] OPS 3: Sequence eine bei 95 beginnende Liste L1 erstellt. Sie darf
nicht mehr als 50 Elemente enthalten. 30 Werte werden moglicherweise gentgen.

Flit DEG Flit DEG Fli DES Flit DEG
SEQUENCE FILL] T| |EXPR IN x:x 1| LI ------= |-==----

ELEOEERE%EEQEE FILL LIST: L2 L3 START x:95 96.00000

2: Sort Lo-Sm.. STEPEE}JZ,EEES“W g; ggggg

EMSeauence.. L<dim(list)<5e + " SEQUENCE FILL| [L1¢1)=95

Nun wird unter DISTR 3: Binomialcdf List gedffnet und wie im Folgenden dargestellt
verfahren. Die Liste L2 wird durchgemustert, bis erstmals eine Wahrscheinlichkeit grofer als
0,90 erscheint. Der zugehdrige Wert in der Liste L1 ist der gesuchte Wert fur k.

Flit DEG Flit DEG Flit DES Flit DEG
Binomig.lcdf UBinomialcdf LIST I Einomialcdf LIST t| [161.0000|0.85562
%: SINGLE BOUNDS WE¥i ALL| |TRIALS=n=1000 XLIST: ﬁ L3 ig% gggg gg;gaﬁ
P(SUCCESS)=0.0918 SAVE TO0: L1 M L3 1640000 [RFLER
) + CALC| |L2¢16)=0.915924915223
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e Zwei Jahre spater kann davon ausgegangen werden, dass in der GroBstadt sich so- | 4
wohl der Anteil der Haushalte mit mindestens einem Kind als auch der Anteil der
uberbelegten Haushalte an den Haushalten ohne Kind nicht verandert hat.

Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f mit
(],285-{0.'159—):}

f(x)= und 0<x<0,159.
0,285-{0.'I59—x)+0,7’15 -0,065

Bestimmen Sie grafisch "‘y

denjenigen Wert von x,
fur den f[x) =0,4 gilt,
und interpretieren Sie
diesen Wert von x so-
wie den Funktionswert
von X im Sachzusam-
menhang.

X

0 002 004 005 008 01 002 0f4 0.6

Losung zu Aufgabe e:
Ldsungsidee:

Um den zu f(x) = 0,4 gehdrenden x-Wert grafisch zu bestimmen, wird durch den Punkt
(0]0,4) eine Parallele zur x-Achse gezeichnet. Diese schneidet den Graphen von f in einem
Punkt S. Durch S wird eine Parallele zur y-Achse gezeichnet. Diese schneidet die x-Achse
an der gesuchten Stelle x.

Fir die Interpretation des x-Wertes und des zugehdrigen Funktionswertes kann auf die Be-
deutung der Ereignisse A und B zurlckgegriffen werden.

Ausfihrung: .
Grafische Bestimmung des zu f(x) = 0,4 gehdrenden “\

. ) S
x-Wertes wie oben beschrieben: x = 0,05 P

Interpretation fir den x-Wert: P

02
Der Anteil der Uberbelegten Haushalte mit mindestens Le
einem Kind (Ereignis A) hat sich um 0,05 (5 %) verrin- .

0 002 004 006 008 | 01 | 012 | 0.14  0.16
gert. x—Wert
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Interpretation fir den Funktionswert:

0, 159—x
Der Term des Funktionswertes von f(x) entspricht der be- B
dingten Wahrscheinlichkeit A /
0,285/ T =

Ps(4) = st . Die zugehsrigen Pfade sind im o 0,841 %8
Baumdiagramm hervorgehoben gezeichnet.

, 0.715\ _ 0,065 . B
Bedeutung im Sachzusammenhang: ’ Y| /
Der Anteil der Haushalte mit mindestens einem Kind an 0 9_‘5 ..... * 5
den uberbelegten Haushalten betragt 0,40 (40 %). L
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Stochastik 2 gA; WTR
1  Aufgabe

BE

Betrachtet wird ein Brettspiel mit zwei Wiirfeln, deren Seiten jeweils mit den Zahlen 1
bis & durchnummeriert sind. In jedem Spielzug werden beide Wirfel geworfen. Wenn
sich dabei die Augensumme 8 oder 9 ergibt, wird eine Ereigniskarte aufgedeckt, an-
sonsten nicht.

a Begrunden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafir, dass in einem Spielzug eine Er- 3
eigniskarte aufgedeckt wird, % betragt.
b Betrachtet werden die ersten funf Spielziige. Beschreiben Sie im Sachzusammen- 2

5 5
hang ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit mit dem Term [%) + [%J berechnet

werden kann.

Losung zu Aufgabe a:
Ldsungsidee:

Es mussen die Wahrscheinlichkeiten flr die Augensummen 8 und 9 ermittelt und aufaddiert
werden.

Ausfliihrung:

Die nebenstehende Ubersicht zeigt alle mdglichen 36 Sum-
men, die beim Werfen zweier Wiirfel auftreten konnen.

2

Durch Abzahlen ist festzustellen, dass die Augensumme
acht funfmal und die Augensumme neun viermal vorkom-
men.

W o = |+

Diese Anzahlen lassen sich auch etwas rascher finden:

Summe 8: {62, 26, 53, 35, 44}; Summe 9: {63, 36, 54, 45}

LIS

(=)

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Spielzug eine Ereig-

niskarte aufgedeckt wird, also die Augensumme acht oder neun betragt, ist damit
5 4 9 1

36 36 36 4
Losung zu Aufgabe b:

Losungsidee:

Die Wahrscheinlichkeiten % und % lassen sich nach den Uberlegungen in Teilaufgabe a den

Ereignissen A: ,Beim Werfen zweier Wrfel wird eine Ereigniskarte aufgedeckt.“ bzw.
B: ,Beim Werfen zweier Wurfel wird keine Ereigniskarte aufgedeckt.“ zuordnen. Die Expo-
nenten 5 beziehen sich auf die ersten funf Spielzlge.
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Ausflhrung:

5 5
Die Wahrscheinlichkeit G) + G) kann im Sachzusammenhang dem folgenden Ereignis zu-
geordnet werden:

»In den ersten funf Spielziigen werden funf Ereigniskarten aufgedeckt oder es wird keine Er-
eigniskarte aufgedeckt.”

Die Zufallsgrite X beschreibt die Anzahl der in einem Spiel mit 60 Spielzigen insge-
samt aufgedeckten Ereigniskarten.

¢ Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass im Laufe dieses Spiels weniger 2
als zwdlf Ereigniskarten aufgedeckt werden.

Losung zu Aufgabe c:

Losungsidee:

Die ZufallsgréRe X kann als binomialverteilt mit n = 60 und p = % aufgefasst werden. Zu be-
rechnen ist dann P(X < 12).

Ausflihrung:

Die ZufallsgroRe X kann als binomialverteilt mit n = 60 und p = % aufgefasst werden, weil die

Spielziige unabhangig voneinander entweder eine Ereigniskarte oder keine Ereigniskarte er-
geben. Die Wahrscheinlichkeit fur weniger als zwolf Ereigniskarten ist dann

P(X <12) = P(X < 11). Sie wird mit dem WTR Uber DISTR 3: Binomialcdf SINGLE
berechnet:

DEG DEG DEG DEG
DISTR Binomialcdf HlBinomiolcdf SINGLE MEinomiolcdf SINGLE 1
. ' =n= =0.
?Tﬂgr‘{-’ RGN BOUNDS LIST ALL T?SISIEEESS)WG »s VALUE=0.147582665278
N N P =g,
2:Binomialedf x=11 STORE: @y ztabocd
EBinomialcdf L CALC| |SOLVE AGAIN

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist P(X < 11) = 0,1476.

Alternativer Losungsweg durch Anwenden der Bernoulli-Formel:

Poc= 1 =24 (§)-6)- ()

DEG -

DEG 11 p
Rane 260 nCr xx0.2)
2:prod( 0.147582666
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diesen auf der zugehdrigen Achse eintragen.

P(X = k)

i

A

0

d Die Abbildung zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X. Skalieren Sie in der Ab-| 4
bildung die beiden Achsen, indem Sie jeweils einen geeigneten Wert ermitteln und

Losung zu Aufgabe d:

Losungsidee:

Die ZufallsgroRe X kann als binomialverteilt mit n = 60 und p = % aufgefasst werden. Das

Histogramm musste eigentlich 61 Saulen aufweisen, die aber nicht alle sichtbar sind, weil die
zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten zu klein sind. Die hdchste Sdule kann dem Erwartungs-
wert zugeordnet werden. Dieser lasst sich berechnen und dann kann auch die zugehdrige
Wahrscheinlichkeit ermittelt werden. Beide Werte sind dann noch auf den Achsen einzutra-

gen.

Ausfliihrung:

Der Erwartungswert einer binomialverteilten ZufallsgroRe ist E(X) = n - p. Hier gilt also
E(X) =60- i = 15. Fur die zugehdrige Wahrscheinlichkeit kann mit dem WTR tber
DISTR 2: Binomialpdf SINGLE zu P(X = 15) =~ 0,12 bestimmt werden.

DEG

DEG
Binomialpdf SINGLE| t

?Tﬂlr{: =IST ALL ' TRIALS=n=60
PHBinomialedf e cEsS=0.25
3lBinomialcdf i1 CALC

DEG
Binomialpdf STNGLE|
VALUE=0_1182280046116

STORE: My ztabcd
QUIT

SOLVE AGAIN

t

Alternativer Losungsweg:

ree=19= ()¢ ()"

Skalierung der Achsen durch Eintragen der beiden Werte:

ijfn

0,12

DEG

60 nCr 15+0.25
B.118228005

15,
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e Zu dem Brettspiel gehdren Plattchen, auf denen Landschaften und Tiere abgebildet | 4
sind. Es kommen genau drei verschiedene Landschaftssymbole und zwel verschie-
dene Tiersymbole vor. Auf jedem Platichen sind genau zweil Landschaftssymbole
und ein oder zwei Tiersymbole abgebildet, wobei kein Symbol doppelt vorkommi.
Zwei Plattchen gelten als gleich, wenn auf ihnen genau die gleichen Symbole abge-
bildet sind.

Ermitteln Sie die Anzahl der verschiedenen Plattchen, die es bei diesem Spiel
héchstens geben kann.

Losung zu Aufgabe e:
Losungsidee:

Die Landschafts- und Tiersymbole lassen sich durch verschiedene Bezeichner benennen.
Alle nach dem Aufgabentext moglichen Kombinationen kdbnnen dann mithilfe der Bezeichner
aufgeschrieben werden. |hr Anzahl wird durch Abzahlen ermittelt.

Ausfliihrung:
Landschaftssymbole: L1, L2, L3 Tiersymbole: T1, T2

Mégliche Zusammenstellungen:

Nr. Zusammenstellung Es kann hdchstens neun verschiedene Plattchen

L1: L2:T1. T2 bei diesem Spiel geben.

—

L1, L2, T1

L1, L2, T2

L1, L3, T1,T2

L1, L3, T1

L1, L3, T2

L2, L3, T1,T2

L2, L3, T1

Ol 0 N O O & WO N

L2, L3, T2

Alternativer Loésungsweg mit kombinatorischen Mitteln:

Es gibt (3) Mdglichkeiten, aus den drei Landschaftssymbolen genau zwei auszuwahlen:
3\ _ (3) _

(R)=()=2

Jede dieser drei Auswahlimdglichkeiten kann mit drei Arten von Tiersymbolen kombiniert
werden, namlich mit beiden Symbolen oder mit genau einem der beiden Symbole.

G)3=33=9
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Stochastik 3 gA; WTR

1 Aufgabe

BE

Bei einer Naturkostkette besitzen die meisten Kundinnen und Kunden ein Konto fir On-
line-Bestellungen. Im Folgenden werden ausschlieRlich diese Personen betrachtet.

72 % der Personen sind junger als 50 Jahre. 18 % der Personen sind jinger als

50 Jahre und wohnen nicht in einer Grolistadt. Der Anteil der Personen, die in einer
Grolistadt wohnen, betragt 75 %. Es soll davon ausgegangen werden, dass in einer zu-
falligen Auswahl von Personen die Anzahl derjenigen, die in einer Grolstadt wohnen,
binomialverteilt ist.

a Stellen Sie den Sachzusammenhang in einer vollstandig ausgefilllien Vierfeldertafel | 3
dar.

b Beurteilen Sie die folgende Aussage: 3

Die Wahrscheinlichkeit daftir, dass eine zufallig ausgewéahite Person entweder
in einer Grolistadt wohnt oder nicht junger als 50 Jahre ist, ist kleiner als 60 %.

¢ Beschreiben Sie im Sachzusammenhang ein Zufallsexperiment, bei dem die Wahr- 3
scheinlichkeit eines Ereignisses wie folgt berechnet werden kann:
10 f180°
3 [160] .0,75% 0,250k
L.— k 7 ?
k=40\

Geben Sie die Bedeutung des Terms im Sachzusammenhang an.

Losung zu Aufgabe a:
Ldsungsidee:

Die im Aufgabentext gegebenen Aussagen werden zwei Ereignissen zugeordnet. Die zuge-
hdérigen Wahrscheinlichkeiten werden in das Schema einer Vierfeldertafel eingetragen. Die
restlichen Wahrscheinlichkeiten werden nach den Rechenregeln fir Vierfeldertafeln ermittelt
und eingetragen.

Ausfuhrung:

Ereignisse:

J: Die Person ist junger als 50 Jahre. G: Die Person wohnt in einer Grof3stadt.
Dem Text lassen sich folgende Wahrscheinlichkeiten direkt entnehmen:

P(J) =0,72 P(G) =0,75 PJnG)=0,18

Auch die Gesamtwahrscheinlichkeit von 1 im unteren rechten Feld kann als bekannt voraus-
gesetzt werden.

Auf die restlichen Wahrscheinlichkeiten lasst sich schliel3en:
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Analysis 2 eA; WTR

Losung zu Aufgabe 1a:
Ldsungsidee:

Die 1. und die 2.Ableitung von f werden bendtigt. Nullstellen x, von f'(x) sind mogliche
Extremstellen.

Das Vorzeichen von f" (x,) entscheidet Uiber die Existenz eines lokalen Extremums.
Mit f(x.) wird der Funktionswert des Extremums bestimmt.

Ausfihrung:

Ableitungen: Mit der Produktregel und der Kettenregel werden die Ableitungen bestimmt.
f(x) =5x-e7* f'(x)=5-e*—5x-e*=(5—-5x)-e7*
f'"(x)=(-5)-e*=(5-5x)-e™*=(-10+5x) e~

Notwendige Bedingung fur lokale Extrempunkte: Nullstellen von f* berechnen.
(5-5x)-e*=0< (5—-5x) =0o0der e * =0 (Satz vom Nullprodukt)

Wegen e™ # 0 kann nur 5 — 5x = 0 gelten. Das ist fir x, = 1 der Fall.

Hinreichende Bedingung flr lokale Extrempunkte: Vorzeichen von f" (x,) untersuchen.

f'x)=f"(1)=(-10+5"1)-e 1t = _?5 < 0 Es liegt ein lokales Maximum vor.

Funktionswert des Hochpunktes bestimmen: f(1) =5-1-e71 = 3, Hochpunkt H(1] g)

e
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Losung zu Aufgabe 1b:
Losungsidee:

Da die gesuchte Gerade g: y = m, - x + n, senkrecht zur Tangente t verlauft, ist ihr Anstieg
mg, das negative Reziproke des Tangentenanstiegs. Durch Einsetzen der Koordinaten des
Extrempunktes von G lasst sich n, berechnen.

Ausfuhrung:

Fir die Anstiege zueinander senkrechten Geraden g und t gilt m, - m; = —1. Mit m; = _eiz
2
is = % Dieser Wert und die Koordinaten von H(1| S) eingesetzt in

e2

folgt damit my, = —

=my - x+n, ergibt: > =% -1+n,. Dies fihrtzun, = > — <
y =myg - x +ng ergibt: = = — ng. Dies fihrtzun, = -——.
32

2
Die Gleichung der gesuchten Geraden lautet y = % “x+ g -

Losung zu Aufgabe 1c:
Ldsungsidee:

Eine Funktion y = f(x) ist umkehrbar, wenn zu jedem x-Wert genau ein y-Wert und wenn um-
gekehrt zu jedem y-Wert genau ein x-Wert gehdrt. Das ist z. B. bei streng monotonen Funkti-
onen der Fall. Diese Eigenschaft ist zu prifen.

Der Definitions- und der Wertebereich der Umkehrfunktion f von f entstehen durch Vertau-
schen dieser Bereiche der Ursprungfunktion f.

Ausfliihrung:

Da die Umkehrbarkeit einer Funktion y = f(x) am Graphen von f daran erkennbar ist, dass
jede Parallele zur x-Achse den Graphen von f nur héchstens einmal schneidet oder ob der
Graph streng monoton Gber dem Definitionsbereich ist, wird anhand des gegebenen Gra-
phen rasch klar, dass dies fur den Graphen von f(x) = 5x - e * Uber dem gesamten Definiti-
onsbereich x € R nicht gegeben ist. Zum Beispiel schneidet die Parallele y = 1 erkennbar
den Graphen von f in zwei Punkten. Mit der Einschrankung des Definitionsbereiches der
Funktion h auf das Intervall [1; +oo[ wird nur noch der streng monoton fallende Teil der Funk-
tion f betrachtet, denn f'(x) = (5 —-5x)-e™* =5+ (1 —x) - e™* ist fir x > 1 immer negativ.
Fir dieses Intervall ist die Umkehrbarkeit der Funktion y = 5x - e™ gewahrleistet.

Definitionsbereich und Wertebereich der Umkehrfunktion h(x) entstehen durch Vertauschen
dieser Bereiche von h(x):

Definitionsbereich Wertebereich
Funktion: h(x) [1; +oof ]O- §]
"e
Umkehrfunktion: (x) ]0_ E] [1; +oo[
"e
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Abbildung 2 zeigt eine Figur, die modell- T
haft das Wappen eines Sportvereins be- '
schreibt.

Die Begrenzungslinien der Figur werden
durch einen Teil der Gerade mit der Glei-
chung y =5 sowie durch die Kurvensti-
cke H; und H; beschrieben:

+ Hy entsteht, indem G fur xe[In5;5] an 2
der Gerade mit der Gleichung y = x ge-
spiegelt wird. 1

+ H, entsteht durch Spiegeln von H, an
der Gerade mit der Gleichung x =In5. 0 ] 2 3 3 5

Der Punkt S(In5[In5) ist gemeinsamer
Punkt von Hy und H,. Abb. 2

d Begrinden Sie, dass mit dem Term a

2-{(5 -In5)-In5- ? f(x)dx

In5
der Flacheninhalt der Figur berechnet werden kann.

e Diein IR definierte Funktion F: x> —5(x+1)-e™ ist eine Stammfunktion von f. 3
Bestimmen Sie mit dem Term aus Aufgabe 1d den Flacheninhalt der Figur auf
Zehntel gerundet.

Losung zu Aufgabe 1d:
Losungsidee:

Der Graph G gehort zur Funktion f. An einer Skizze %
kann man sich klar machen, aus welchem Teil von G 5 £2(x)=x
das Kurvenstick H1 entsteht.

Der Term 2 [(5 = In(5)) - In(5) — f7 ) f(x)dx| kann ;

geometrisch interpretiert werden als Summe bzw. Diffe- £3(x)={In(5),n(5) <x=s
renz von Flacheninhalten. Zum Flacheninhalt der inte-
ressierenden Figur lassen sich Beziehungen dazu her- ?

stellen. —

' 3
Ausfiihrung: fl(x)={5- x- e %,In(5)2x=s

WX

In der Skizze ist der Teil des Graphen von f gestrichelt und fett gezeichnet, aus dem durch
Spiegelung an der Geraden y = x das Kurvenstuick H; entsteht.

Der Term (5 — In(5)) - In(5) kann interpretiert werden als Flacheninhalt des eingezeichneten
hell- und dunkelgrau gefarbten Rechtecks mit den Seitenlangen In (5) und (5 —In (5)).

Der Term fli (S)f(x)dx beschreibt den Inhalt der Flache, die der Graph von f im Intervall
In (5) < x < 5 mit der x-Achse einschlie3t. Diese Flache ist in der Skizze hellgrau eingefarbt.

Die Differenz zwischen den Flacheninhalten des Rechtecks und der hellgrauen Flache ist die
dunkelgrau gefarbte Flache. Diese entspricht dem Flacheninhalt derjenigen Halfte der Figur,
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die durch Spiegeln an der Geraden y = x aus der dunkelgrauen Flache hervorgeht. Durch
Multiplikation mit 2 erhalt man den gesamten Flacheninhalt der Figur:

2-[(5=In(5)) - In(5) = [} 5, F()dx|
Losung zu Aufgabe 1d:

Losungsidee:

Das bestimmte Integral kann mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung be-
rechnet werden.

Ausfliihrung:

2-[(5 = In(5)) - In(5) = fj} 5, fF()dx| = 2+ [(5 = In(5)) - In(5) — (F(5) — F(In(5))] ~ 6,1

Die Rechnung kann mit dem WTR ausgefuhrt werden. Die Terme konnen der Reihe nach
eingetippt werden. Die Stammfunktion F(x) kann aber auch unter als f(x) definiert, der
Wert fr In(5) als Variable a gespeichert und dann kénnen beide bei der Berechnung benutzt
werden. Letzteres Vorgehen wird in den nachfolgenden Screenshots veranschaulicht:

DEG - DEG

1n(5)~a _- vt [1n(5)sa ”
1.609437912 |f(x)="S#lxtl)e 1.609437912
20(5-3)a-(£(5)->

. 6, 399199331

2 Betrachtet wird die Schar der in IR i
definierten Funktionen HE
O X —5x-e 7 mit kelR, k#0. i
Abbildung 3 zeigt vier Graphen der | .......... N
Schar, die zu den Werten k=-1, ’ ‘
k=-0,5, k=0,5 und k=1gehoren. " o7

a Der Graph lll kann durch Spiegeln I e j 5
von G (vgl. Abbildung 1) an der T 5 4 3 2 4o
x-Achse erzeugt werden. Geben 1
Sie den zugehdrigen Wert von k so- E
wie die Koordinaten des Tiefpunkts I H

[
.
L -

\ -+
_3.. - \\ ...;‘..‘p"’.
von Graph Il an. Ordnen Sie den 'E [ e I\
drei ubrigen Werten von k den je- : %
weils passenden Graphen zu. 51
Abb. 3

b Zeigen Sie, dass gy (—x)=—-g_ (x)fur alle x IR gilt, und interpretieren Sie diese | 4
Gleichung mit Blick auf die Graphen der Funktionen g, und g_j.

30

Losung zu Aufgabe 2a:

Lésungsidee:

Die Zuordnung der k-Werte kann durch einen Vergleich der Funktionswerte von g, (x) mit

den zugehorigen x-Werten erfolgen. Dazu kann eine Bestimmung der lokalen Extremstellen
von g (x) hilfreich sein.
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Ausflhrung:

Es sind f(x) = 5x - e~ undg, (x) = —5x - e ¥*. Fur k = 1 stimmen beide Terme bis auf das
Vorzeichenminus vor dem Faktor 5 Uberein.

Das bedeutet, dass der Graph von g;(x) = —5x - e~1* aus dem Graphen von f(x) = 5x - e™™*
durch Spiegelung an der x-Achse hervorgeht.

Die Koordinaten des Tiefpunktes T von Graph Ill gehen demzufolge aus denen des Hoch-
punktes H(1| S) ebenso durch Spiegelung an der x-Achse hervor: T(1| — g)

Beachten Sie, dass Sie den Wert von k und die Koordinaten von T nur angeben sollen. Eine
Begrindung muss also nicht schriftlich formuliert werden.

Fir eine Zuordnung der Gbrigen Graphen zu den gegebenen k-Werten ist es hilfreich, her-
auszufinden, welche Koordinaten der lokale Extrempunkt von g, (x) = —5x - e 7** hat:

gr(x)=—=5-e®¥¥ — |- (=5x)e *¥ = (5k-x —5) - e k¥
Nullstellen, also mogliche Extremstellen dieser Funktion gibt es nur, wenn (5k - x — 5) = 0,
also fur x, = %

Ablesen von x, aus dem Graphen:

Graphl:xe=%=—2=>k=_%
_1_

Graphll:xe—E——lﬁk:—l

GraphIV:xe=%=2<:>k=%

1)
3
t
RN
Alternativer Losungsweg: I

Die Werte der Funktionen g_q s, go s und g_; werden mit dem WTR tabelliert und mit den

Graphen dahin gehen abgeglichen, welchen Funktionswerten der grafischen Darstellungen
sie entsprechen.

"0.57a 0.5 £ (x)=-Sawe** ! a—; cf%;su
1 3032653
5| (a=2 Graph |
-0.5»a - -@_"5 F(x)= _Sx:;'o.*x t X ) £0)
2.5%a 2.5 1 3.0326
3. 34695
4 1x=3 Graph IV
. DEG _ - DEG _ * T ‘( D;G
2 5_5)-;3 8 g f(x)="Sxxe *™ I 1.355353
-i3a -1 I 1839397
4 x="2 Graph Il
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Losung zu Aufgabe 2b:
Losungsidee:

Durch Einsetzen der unterschiedlichen Werte von x und k und Vereinfachen der Funktions-
terme kann die Gleichheit nachgewiesen werden. Die Interpretation kann auf Symmetrie,
Verschiebung oder Ahnliches hinauslaufen.

Ausflihrung:
gi(x) = —5x-e~¥

ge(=x) = =5+ (—=x) - e (%) = 5x . gk

—g_x(x) = —(—5x - e~ (F)%) = 5x . gk*

Damit ist die Gleichheit der beiden Funktionsterme gezeigt.

Interpretation:

Wegen g, (—x) = —g_;(x) unterscheiden sich die Funktionswerte fiir zueinander entgegen-
gesetzt liegende x-Werte von gy (x) und g_, (x) nur durch das Vorzeichen. Das bedeutet:

Die Graphen der Funktionen g, (x) und g_,(x) sind zueinander symmetrisch bezuglich des
Koordinatenursprungs.
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Analysis 3 eA; WTR

1 Aufgabe

BE

1 Far jeden Wert von a mit "‘.j,
aeIR\{D} istdiein IR
definierle Fun ktizc:-n efﬁx Lz & 5 4 2 2
mit f;(x)=-3x"-e
gegeben. Der Graph von
f, wird mit G, bezeich-
net.

\}‘:

a Abbildung 1 zeigt fur 2
einen Wert von a den
Graphen von f; Die- !
ser verlauft durch den Abb. 1

Punkt (—4 |—488‘2) . Bestimmen Sie den zugehdrigen Wert von a.

b Begrinden Sie anhand des Funktionsterms fur jeden Wert von a, dass f; keine 2
positiven Funktionswerte besitzt.

¢ G, hat fur jeden Wert von a genau zwei Extrempunkte, von denen einer im Koor- | 5
dinatenursprung liegt. Begrinden Sie, dass im Koordinatenursprung der Hoch-
punkt von G, liegt, und berechnen Sie die x-Koordinate des Tiefpunkis.

(zur Kontrolle: x-Koordinate des Tiefpunkts: —f}

Losung zu Aufgabe 1a:
Ldsungsidee:

Die Koordinaten des Punktes werden in die Funktionsgleichung eingesetzt und die Glei-
chung wird nach a aufgelost.

Ausfihrung:

Einsetzen von x = —4 und y = —48e~2 in die Funktionsgleichung y = f,(x) = —3x2 - e%*
ergibt:

—48e72 = =3+ (—4)% - e%(=% | Term vereinfachen
—48e72 = —48-¢74@ |
Exponentenvergleich, da beide Terme bis auf die Exponenten Ubereinstimmen
—2=—4a | :(—4)
1
a=-
2

Der fiir a gesuchte Wert ist a = 0,5.
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Losung zu Aufgabe 1b:
Losungsidee:

Es wird untersucht, welche Vorzeichen die Faktoren in der Funktionsgleichung annehmen
kénnen.

Ausflihrung:
y = fa(x) = =3x%-e** mita € R\ {0}
Der Funktionsterm hat die drei Faktoren —3; x2 und e®*.

Der Faktor —3 ist negativ, das Quadrat x? ist immer groRer oder gleich null. Die Zahl e** ist
fur alle reellen Zahlen x und alle reellen Zahlen a positiv.

Das Produkt hat also stets genau einen negativen Faktor und ist deshalb immer kleiner oder
gleich null. Anders gesagt: Die Funktion f, besitzt keine positiven Funktionswerte.

Losung zu Aufgabe 1c:
Ldsungsidee:

Die Nullstellen der 1. Ableitung von f, sind mogliche Extremstellen. Die Aussage Uber den
Hochpunkt l&sst sich mit den Uberlegungen zur Lésung von Teilaufgabe 1b begriinden.

Ausflihrung:

Ableitung bilden mit Produkt- und Kettenregel:

fa) = =3x% - €%

fa(x) = —6x-e%* + (—3a-x2)-e%* = —(6x + 3a - x2) - %~

Nullstellen und damit mégliche Extremstellen von f,(x) sind die Nullstellen von £, (x). Diese
Funktion wird null, wenn der Faktor (6x + 3a - x2) null wird, denn es gilt stets e** = 0.

6x+3a-x2=3x-2+a-x)=0= x =0oderx = _2
Das sind also die mdoglichen Extremstellen: x.; = 0 und x,, = —%

Da nur im Falle von x = 0 der Funktionswert von f,(x) = 0 und sonst kleiner null ist, liegt der
Hochpunkt im Koordinatenursprung, denn f,(0) = 0 ist der grofdte Funktionswert von f, (x).

Da die Funktion nur zwei mdgliche Extremstellen f, (x)besitzt und stetig ist, muss die zweite
mdgliche Extremstelle x = —% die x-Koordinate des Tiefpunktes sein.
Alternativer Losungsweg:

Da in Teilaufgabe b gezeigt wurde, dass es keine positiven Funktionswerte gibt und man
leicht sieht”, dass f(0) = 0 ist, muss hier ein Hochpunkt als zweiter laut Aufgabenstellung
existierender Extrempunkt vorliegen.
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d Es gibt einen positiven Wert von a, fur den der Tiefpunkt von G, Eckpunkt eines 3]
Quadrats ist, von dem zwei Seiten auf den Koordinatenachsen liegen. Ermitteln
Sie diesen Wert von a sowie den Flacheninhalt des zugehtrigen Quadrats.

Losung zu Aufgabe 1d:

o

Losungsidee: .

Wenn das grau gefarbte Rechteck ein Quadrat sein RPN R RS 3
soll, dann mussen alle Seiten gleich lang sein. In die-
sem Falle missen die x-Koordinate des Tiefpunktes
und die y-Koordinate des Tiefpunktes gleich grol3 sein.

Ausflihrung:

Wenn die x-Koordinate des Tiefpunktes und die y-Koordinate des Tiefpunktes gleich grof3
2

sind, gilt f, (=2) =.-2

a

2 2
2 (=2 2 .
-3 (— Z) -ea( a) = - | vereinfachen und umstellen nach a
12 -2 2 o .2
Ze T = |:(=2)und-a
6 —
e—z— a

(&)

Der Flacheninhalt des Quadrates betragt % FE.
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2 Auf einem Einfamilienhaus ist eine Photovoltaikanlage installiert.

An einem bestimmten Tag kann ’*y
die von der Anlage im Zeitraum 35 Graphvonk
von 6:00 Uhr bis 20:00 Uhr ab-
gegebene elektrische Leistung

durch die in IR definierte Funk- 25
tion k mit o|Graphvonh

k(x)=24- 5|n(12 (x—?)]+'l -

beschrieben werden.

Die in diesem Zeitraum im Haus
aufgenommene elekitrische Leis-
tung kann durch eine in |R defi-
nierte Funktion h beschrieben
werden. Dabei ist x jeweils die seit Abb. 2
0:00 Uhr vergangene Zeit in Stunden, I-c[x} die von der Photovoltaikanlage abgege-
bene elektrische Leistung und h[x] die im Haus aufgenommene elekirische Leis-
tung, jeweils in der Einheit Kilowatt (kKW).

Abbildung 2 zeigt die zugehdrigen Ausschnitte der Graphen von k und h.

3

\Jx

2 4 & g 10 12 14 18 18 20

a Um 13:00 Uhr gibt die Photovoltaikanlage die maximale elektrische Leistung ab. 5
Ermitteln Sie rechnerisch einen Zeitpunkt, zu dem die Photovoltaikanlage eine
elektrische Leistung abgibt, die 50 % dieser Leistung entspricht; geben Sie die zu-
gehorige Uhrzeit in Stunden und Minuten an.

b Ermitteln Sie grafisch die Zeitpunkte, zu denen die von der Photovoltaikanlage ab- | 3
gegebene elekirische Leistung genauso groft ist wie die im Haus aufgenommene
elekirische Leistung.

Losung zu Aufgabe 2a:
Losungsidee:

Die elektrische Leistung zum Zeitpunkt 13:00 Uhr kann mit der Gleichung von k(x) bestimmt
werden. Dann kann auch die Leistung, die 50 % davon ausmacht, angegeben werden. An-
hand des 50 %-Wertes und der Gleichung von k(x) werden die zugehdrigen Zeitpunkte x be-
stimmt.

Ausfihrung:
Mit k(x) = 2,4 - sin (% (x — 7)) +1 wird mit dem WTR k(13) ~ 3,4 berechnet.

Zuvor muss unter das Bogenmalf fir die Winkelgrofie eingestellt werden.

FUNGTION THBLE - N
P I;I%Id/Edit B | [fe) 2.4¢sinl £
a( !

RAD

DEGREE [TiIO{L] GRHDIHH TABLE SETUP t
[IIJal® SCI ENG Start=o
AU 0123456789 Step=1

REAL Auto I

a.+hi
GERGTT3GHE CLASSIC

CALC

RAD

x £(x)
3.4
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Dem gegebenen Graphen lasst sich entnehmen, dass 50 % von 3,4 kW, also 1,7 kW, unge-
fahr um 08:00 Uhr sowie um ca. 18:00 Uhr erreicht werden.

Laut Aufgabenstellung soll aber rechnerisch einer dieser Zeitpunkte genauer ermittelt wer-
den. Dazu ist die Gleichung 2,4 - sin (% (x — 7)) +1=1,7 zu l6sen.

Dies kann mit WTR Uber die Funktionstabelle erfolgen. Der Funktionsterm ist noch von der
vorigen Rechnung im WTR definiert, sodass nur im TABLE SETUP die Einstellung Auto ge-
wahlt werden muss. Bei der Schrittweite 1 ist zu erkennen, dass der Funktionswert 1,7 zwi-
schen x = 8 und x = 9 liegt. Der Startwert wird jeweils auf die untere Intervallgrenze gelegt
und die Schrittweite mehrfach verkleinert, bis eine hinreichende Genauigkeit erreicht ist.

RAD RAD
TABLE SETUP| t % £(x)
Start=o 7
Step=1 8 1.621166
x=7% I 2.2
CALC| [x=9
RAD RAD
art= .
Step=0.1 1.681637
x=7 8.2 1.741641
CALC| [x=8.1
RAD
art=8. ,
Step=0.01 1.699689
x=7 8.14 1.785697
CALC| [x=8.13

Bereits hier ist erkennbar, dass x ~ 8,13 einen Funktionswert von  [2.13#60 7.8
rund 1,7 ergibt.

Die Nachkommastellen von x missen noch in Minuten umgerechnet werden.

Esist 0,13 - 60 = 7,8 = 8. Zum Beispiel wird gegen 08:08 Uhr der Wert von 50 % der Leis-
tung von 13:00 Uhr erreicht.

Analog kann der zweite Wert mit ca. 17:52 Uhr ermittelt werden. Dies ist aber nicht erforder-
lich, weil nur ein Wert verlangt ist.

0.871#60  52.26

Alternativer LOsungsweg:

Die Gleichung 2,4 - sin (% (x — 7)) + 1 = 1,7 wird vereinfacht:

2,4-5in(%-(x—7))+1=1,7 | -1

2,4+ sin (% (x — 7)) =0,7 |:2,4

sin (% (x — 7)) = 2:—1 | Ersetzen voriibergehend % (x —7) durch z

sin (2) = ;’:—Z | Ermitteln z Gber arcsin mit dem WTR und speichern z

RAD -

RAD
DEGREE [TI{il{] GRADIAN Lo 0.7
TV et ) < .
REALIEAT ) '
MATHFRINT

CLASSIC
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Losung zu Aufgabe 1b:
Losungsidee:

Wenn sich die Kundenverteilung von einem zum nachsten Quartal nicht andert, gilt M - v = v.
Fir den Vektor ¥ interessiert, ob der Anteil der Kunden mit der Abo-Variante p groRer als
k

60 % ist. Es ist sinnvoll, fir ¥ den Ansatz v = ( p ) zu wahlen, weil eine der Abon-
3000—k—p

nentenmengen von den beiden anderen sich als Differenz dieser beiden von der Gesamtan-

zahl der Abonnenten ausdriicken |&sst.

Ausfuhrung:
06 01 O k k

Flr M - ¥ = v ergibt sich <0,3 0,8 0,5)( p ) = ( p )
0,1 01 05/\3000—k—p 3000—k—p

Nach den Regeln der Matrix-Vektor-Multiplikation (Schema von Falk) erhalt man daraus das
lineare Gleichungssystem:

(D) 0,6k +0,1p = k
(2) 0,3k+0,8p+ 1500 — 0,5k — 0,5p = p
(3 0,1k +0,1p+ 1500 —0,5k—0,5p = 3000 —k —p

Durch Zusammenfassen gleichartiger Summanden ergibt sich daraus:

(1) —-04k+01p= 0
(2) —02k—07p= —1500
(3) 06k+06p = 1500

Wird Gleichung (2) mit —2 multipliziert und zur Gleichung (1) addiert, ergibt sich 1,5p = 3000.
Daraus erhalt man p = 2000.
2000

Der Anteil von p an allen Abonnenten ist 2000 100 % =~ 66,7 % > 60 %.
Es haben also mehr als 60 % der Abonnenten das Premium-Abonnement.
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(7 100
c Esgilt 2-/-2 6 6|-M=[0 10 6
-1 -1 9 00 1

Zu Beginn eines Quartals haben genauso viele Kunden die Abo-Variante K wie die
Abo-Variante P. Bestimmen Sie die groitmdgliche Anzahl von Kunden, die zu Be-
ginn des vorausgegangenen Quartals die Abo-Variante K hatten.

Losung zu Aufgabe 1c:

Ldsungsidee:

7 -1 1
Der gegebenen Gleichung lasst sich entnehmen, dass %- (—2 6 —6) die inverse Matrix
-1 -1 9

zur Matrix M ist. Multiplikation eines Zustandsvektors mit der inversen Matrix lasst den
Schluss auf den vorangegangenen Zustandsvektor zu.

Ausfuhrung:

Berechnung des vorangegangenen Zustandsvektors mithilfe der inversen Matrix und des ak-
tuellen Zustandsvektors, von dem bekannt ist, dass die Anzahl der Abonnenten von k und p

gleichgrol ist (hier mit x bezeichnet). Demzufolge muss die Anzahl der s-Abonnenten gleich

3000 — 2x sein.

7 -1 1 X
-2 6 —6) . < X >
1 -1 9 3000 — 2x

7x —x + 3000 — 2x . 4x + 3000 x+ 750
. <—2x + 6x —6- (3000 — 2x)> =3 ( 16x — 18000 ) = (4x - 4500)

—x—x+9-(3000 — 2x) —20x + 27000 6750 — 5x

IS

Y

Die beiden ersten Komponenten des vorangegangenen Zustandsvektors dirfen héchstens
3000 grof sein:

x4+ 750 <3000 & x < 2250

4x — 4500 < 3000 & x < 1875

Da beides gleichzeitig gelten soll, muss gelten x < 1875.

Die dritte Komponente des Vektors ware z. B. flir x = 1875 negativ:

6750 — 5-1875 = —2625. Das macht im Sachzusammenhang keinen Sinn, die dritte Kompo-
nente muss groflier oder gleich null sein:

6750 —5-x >0 < x <1350

Der Wert x = 1350 ist der gro3tmaogliche Wert fur x, der fur die Anzahl der k-Abonnenten im
aktuellen Zeitraum gilt. Im vorangegangenen Zeitabschnitt war die Anzahl der k-Abonnenten
mit x + 750 berechnet worden.

Damit hatten zu diesem Zeitpunkt héchstens 1350 + 750 = 2100 Kunden ein Kino-Abonne-
ment.
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2 Der Pay-TV-Anbieter plant, eine Skulptur vor
der Firmenzentrale aufzustellen. In einem Koor-
dinatensystem wird die Skulptur durch ein gera-
des Prisma dargestellt. Die Abbildung zeigt das
gerade Prisma, bei dem das Vieleck mit den
sieben Eckpunkten A, B, C, D, E, F und G die
Grundflache bildet sowie H ein weiterer Eck-
punkt ist. Dabei gilt A(1|1]0), B(1]2]4) und
D(1]0]1).

Das gerade Prisma ist sowohl zur xz-Ebene als
auch zur yz-Ebene symmetrisch.

a Geben Sie die Koordinaten der
Punkte F und H an.

b Der Punkt C besitzt die folgenden drei
Eigenschaften:

+ Die x-Koordinate von C ist 1.
+ Die z-Koordinate von C ist 4.
+ Die Kanten AB und DC sind parallel.
Bestimmen Sie die y-Koordinate von C.

20

Losung zu Aufgabe 2a:

Ldsungsidee:

Man kann die Symmetrien der Figur ausnutzen.
Ausfuhrung:

Der Punkt F liegt symmetrisch zum Punkt B(1|2|4) bezuglich der xz-Ebene.

Seine y-Koordinate ist die Gegenzahl der y-Koordinate von B.

Die anderen Koordinaten von F stimmen mit den entsprechenden Koordinaten von B Uber-
ein.

F(1|-2[4)

Der Punkt H liegt symmetrisch zum Punkt A(1]|1]0) bezlglich der yz-Ebene.

Seine x-Koordinate ist die Gegenzahl der x-Koordinate von A.

Die anderen Koordinaten von H stimmen mit den entsprechenden Koordinaten von A Uber-
ein.

A(—1]1]0)

Losung zur Aufgabe 2b:

Lésungsidee:

Zwei Koordinaten von C sind bekannt. Man kann die Parallelitat der Vektoren 4B und DC
ausnutzen.

Ausfuhrung:

Fir den Ortsvektor von C ist nur noch die y-Koordinate zu bestimmen:
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. 1
ocC = <y>
4

1 1 0
Der Vektor AB = OB — 04 = <2> - <1) = (1) ist parallel, aber nicht gleich lang zum Vektor
4 0 4

1 1 0
DC=0C—-0D = (y> - (0) = (y) Deshalb gilt DC = ¢ - AB.

4 1 3

0 0
<y>=t-<1><=)y=tund3=4t(=>t=y=%
3 4

3

Die y-Koordinate von Cist y = "
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Analytische Geometrie eA; WTR

1  Aufgabe

BE

Die Abbildung zeigt die Pyra- >
mide ABCDS. lhre Grundflache
ABCD ist ein Drachenviereck
mit den Eckpunkten A(0]0]0),
B(2|2|D], C{{]|6|0J und
D(-2]2|0) Die Spitze der
Pyramide liegt im Punkt

S{O [0] 6}_

a Berechnen Sie die Lange der
kurzesten der acht Kanten
sowie das Volumen der Pyra-
mide ABCDS. X

Die Seitenflache BCS der Pyramide liegt in der Ebene E.
'n1
b Betrachtet werden die Vektoren | n, |, deren Koordinaten nicht alle gleich null sind. 3

N3
Begrunden Sie, dass ein solcher Vektor, fur den | n, 2 |=0und |n, -11=0
Ny 0 Ny 3

gilt, ein Normalenvektor von E ist.

¢ Die Ebene E hat die Gleichung 2x +y +z =6 . Bestimmen Sie die Groke des Win- 3
kels, den E mit der xy-Ebene einschlielit.

Losung zu Aufgabe a:
Losungsidee:

Der Skizze und einem Vergleich der Koordinaten der Eckpunkte lasst sich entnehmen, wel-
che die kurzeste Kante ist. Die Kantenlange lasst sich als Betrag des Vektors, der die Kante

aufspannt, berechnen. Das Volumen einer Pyramide wird berechnet durch V = é - A; - h. Die

Grundflache ABCD hat die Form eines Drachenvierecks. Die Hohe der Pyramide stimmt mit
der Lange der Kante 4S berein.

Ausfuhrung:
Die kirzesten Kanten sind AB bzw. AD.

2
Z§=<2>damitist|Z§|=\/22+22+02=\/2-4=2-\/§
0
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-2
Ez(2)damitist|ﬁ|=\/(—2)2+22+02=w/2-4:2.\/§
0

Der Flacheninhalt A; der rautenformigen Grundflache ABCD kann A

z. B. als halbes Produkt der Langen der Diagonalen berechnet

werden:

Ag = % 64 = 12. Da S senkrecht Giber A liegt, ist |AS| = 6 die B D
Hohe h der Pyramide.

Somit gilt fur ihr Volumen V = %-Ag -h = % 12-6 =24 VE.

Alternativ kann der Flacheninhalt der Grundflache auch Uber eine
Zerlegung des Drachenvierecks berechnet werden. Die folgenden
Abbildungen zeigen drei Moglichkeiten solcher Zerlegungen. o

A

c

Ag=54-2+4-4 Ag=2-2"2"2+23:2-4

Losung zu Aufgabe b:
Ldsungsidee:

Ein Vektor ist Normalenvektor 71 zu einer Ebene, wenn er senkrecht zu zwei die Ebene auf-
spannenden Vektoren a und b ist. Die Skalarprodukte dieser Vektoren mit dem Normalen-

vektor miissen null sein: iod =0 undiobh = 0
Es wird geprtft, ob das fir die verwendeten Vektoren gilt.

Ausfuhrung:

Fir das Aufspannen der Ebene E kommen z. B. die Vektoren BC, BS und CS oder Vielfache
von ihnen in Frage.

(- (3)4()
wxa()-)- ()4 )

-1 -1
Die Vektoren ( 2 > und <—1) kommen als die Ebene E aufspannende Vektoren in Frage,
0 3

ny
denn sie sind nicht parallel zueinander. Also gilt fir sie und den Normalenvektor (le>:
ns3
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ny -1 ny -1
<nz> o < 2 ) =0 bzw. <n2> o <—1) =
ns3 0 ns 3

Losung zu Aufgabe c:

Losungsidee:

Die Grolie des Winkels zwischen zwei Ebenen entspricht der Grofle des Winkels zwischen
deren Normalenvektoren. Der Winkel a, den zwei Vektoren @ und b miteinander einschlie-

Ben, kann berechnet werden durch cos(a) = —=. Der Normalenvektor der Ebene, in der

das Dreieck BCS liegt, kann den Koeff|2|enten der Ebenengleichung entnommen werden.
Die Horizontale wird durch die xy —Ebene beschrieben.

Ausfuhrung:
2

Der Normalenvektor der Ebene E, in der das Dreieck BCS liegt, ist 71 = <1> Die Horizontale
1

0
wird durch die xy —Ebene beschrieben, die den Normalenvektor b= (0) besitzt.
1

2 0
Lo 10
nob 1 1 _ 1 _ 1

5] (2;) _ (g) T Ve Ve
1 1
Daraus ergibt sich ein Neigungswinkel der Grofie a = 65,91°.

Hinweis: Den WTR unter auf Gradmalf einstellen.

Der Neigungswinkel wird berechnet durch cos(a) =

cost(F)  es.91

Gegeben ist die Schar der Ebenen F: k-y+(k—2)-z =2k mit ke]D:B[.

Jede Ebene F, der Schar schneidet die Pyramide ABCDS in einem Dreieck BDQ, , wo-
bei der Punkt Q, auf der Strecke SC liegt.

d Geben Sie eine Gleichung der Ebene F, an und zeichnen Sie in die Abbildung die 4
Schnittfigur von F, mit der Pyramide ABCDS ein.

e Es gibt einen Wert von k, fur den der Flacheninhalt des Dreiecks BDQ, minimal ist. 6
Ermitteln Sie diesen Wert.

20

Losung zu Aufgabe d:
Losungsidee:

In die Gleichung der Ebenen F;, wird fur k der Wert k = 2 eingesetzt. Beim Einzeichnen der
Schnittfigur ist die besondere Lage der Ebene F, zu be-
achten. 5

Ausfuhrung:
Fpik-y+(k—=2)-z=2k
Fi2-y+(Q2-2)z=22y=2

Die Ebene y = 2 liegt parallel zur xz-Achse im Abstand 2.
Sie enthalt die Punkte B und D, die beide die
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y-Koordinate y = 2 haben. Der Schnittpunkt der Parallelen p zur Kante AS durch den Mittel-
punkt M der Kante BD mit der Kante SC ist der dritte Punkt Q, des Dreiecks BDQ,, das die
gewunschte Schnittfigur der Pyramide mit der Ebene y = 2 bildet.

Losung zu Aufgabe e:
Losungsidee:

Die Dreiecke BDQ,, haben alle die Grundseite BD und die Héhe MQ,, wobei M der Mittel-
punkt von BD ist und Q, auf der Seite CS liegt. Die GroRe der Flacheninhalte der Dreiecke
BDQ,, hangen wegen |BD| = 4 = konstant nur von der GroRe der Hohe MQ, ab.

Ausflihrung:
M als Mittelpunkt von BD: M(0|2|0)

Q, auf der Seite CS kann angegeben werden als

/0 0-0 0 0
AQk(t)=AC+t-CS=<6>+t-<0—6>=<6)+t-(—6>
0 6—0 0 6

mito <t <1.

0 0 0 0 0 0
Damit ist der Vektor MQ,, = (6) +t- (—6) — (2) = (4) +t- (—6) = (4 — 6t>.
0 6 0 0 6 6t

Fir den Betrag dieses Vektors gilt

|MQy| = \J0 + (4 — 60)2 + 612 = V16 — 48t + 362 + 36¢2.

|[MQx| = V16 — 48t + 72¢2

Der Wurzelausdruck wird minimal, wenn der Radikand minimal wird. Deshalb wird die Funk-
tion h(t) = 16 — 48t + 72t auf lokale Extrema im Intervall 0 < ¢t < 1 untersucht.

h'(t) = 144t — 48

t) =0& t— = (0 &t =— = -als mogliche extremstelle
R(t) =0 144t — 48 =0 1454 ;I bgliche Extremstell

h"(t) = 144 > 0 (lokales Minimum)

—= 0 . 0 0
0 6 2
Der Punkt Q;(0]|4|2) liegt in einer der Ebenen F,. Einsetzen der Koordinaten von Q;(0|4|2) in
die Gleichung von F, ergibt:
Feek-y+(k—-2)-z=2k

Frik-44+(k—-2)2=2k = 4k+2k—4=2k & 4k =
losk=1

Far k = 1 ist der Flacheninhalt des Dreiecks BDQ;,, minimal.

Alternativer Losungsweg 1:

Die Héhe MQ,, ist minimal, wenn die zugehdrige Ebene
Fy..senkrecht zur Kante SC ist. In diesem Falle muss der
Normalenvektor von Fj,.parallel zum Vektor SC sein.
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0 0
k =t-| 6|=k=6tundk—2=-6t
k—2 -6

=k-2=-k=>=>k=1

Alternativer Losungsweg 2:

Betrachtet man einen Schnitt durch die Punkte A, C und S
der Pyramide, so ergibt sich nebenstehendes Bild.

Wenn die Bildgerade f;; der Ebenen F; senkrecht zur Gera-
den g(C’S’) steht, dann ist der Abstand von M zu @y, also
auch die Hohe im Dreieck BDQ;, minimal. Dies ist der Fall,
wenn Qy (4]2) gilt.

Eingesetzt in die Ebenengleichung ergibt sich damit
k-4+(k—-2)2=2k=4k+2k-4=2k s 4k=4
k=1

Nz

n e
. "

=

f'x

-1
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Stochastik 1 eA; WTR

1 Aufgabe

BE

1 Bei einer Naturkostkette besitzen die meisten Kundinnen und Kunden ein Konto fur
Online-Bestellungen. Im Folgenden werden ausschliellich diese Personen betrach-
tet. 72 % der Personen sind jinger als 50 Jahre. 18 % der Personen sind janger als
50 Jahre und wohnen nicht in einer Grofistadt. Der Anteil der Personen, die in einer
Grolistadt wohnen, betragt 75 %. Es soll davon ausgegangen werden, dass in einer
zufalligen Auswahl von Personen die Anzahl derjenigen, die in einer Grolistadt woh-
nen, binomialverteilt ist.

a Stellen Sie den Sachzusammenhang in einer vollstandig ausgefullten Vierfelderta- | 3
fel dar.

b Beurteilen Sie die folgende Aussage: 4

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zuféllig ausgewahite Person in einer
Grofistadt wohnt und nicht jiinger als 50 Jahre ist, ist etwa halb so groll wie
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufdllig ausgewahite Person entwe-
der in einer GroBlstadt wohnt oder nicht jinger als 50 Jahre ist.

¢ Es werden 160 Personen zufallig ausgewahlt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlich- | 2
keit dafur, dass weniger als drei Viertel dieser Personen in einer Grofstadt woh-
nen.

Losung zu Aufgabe 1a:
Losungsidee:

Die im Aufgabentext gegebenen Aussagen werden zwei Ereignissen zugeordnet. Die zuge-
horigen Wahrscheinlichkeiten werden in das Schema einer Vierfeldertafel eingetragen. Die
restlichen Wahrscheinlichkeiten werden nach den Rechenregeln fur Vierfeldertafeln ermittelt
und eingetragen.

Ausfihrung:

Ereignisse:

J: Die Person ist junger als 50 Jahre. G: Die Person wohnt in einer Grof3stadt.
Dem Text lassen sich folgende Wahrscheinlichkeiten direkt entnehmen:

P(J)=0,72 P(G) = 0,75 PJnNnG)=0,18

Auch die Gesamtwahrscheinlichkeit von 1 im unteren rechten Feld kann als bekannt voraus-
gesetzt werden.

Auf die restlichen Wahrscheinlichkeiten lasst sich schlieen:
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Vierfeldertafel:
J J
G 0,72-10,18 = 0,54 0,75-0,54 =0,21 0,75
G 0,18 0,28 — 0,21 = 0,07 1-0,75=0,25
0,72 1-0,72=0,28 1

Fettgedruckt sind die dem Text enthommenen Wahrscheinlichkeiten und die Gesamtwahr-
scheinlichkeit.

Losung zu Aufgabe 1b:
Lésungsidee:

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine zufallig ausgewahlte Person in einer Gro3stadt
wohnt und nicht juinger als 50 Jahre ist, lasst sich direkt einem Feld der Vierfeldertafel ent-
nehmen. Des Weiteren muss man sich klarmachen, was ,entweder in einer Grof3stadt woh-
nen — oder nicht jinger als 50 Jahre sein® bedeutet. Es sind wegen ,entweder — oder” zwei
einander ausschlieBende Bedingungen:

(1) Die Person wohnt In einer Grof3stadt und ist jinger als 50 Jahre.
(2) Die Person ist nicht junger als 50 Jahre und wohnt nicht in einer Gro3stadt.

Ausfuhrung:

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine zufallig ausgewahlte Person in einer Gro3stadt
wohnt und nicht junger als 50 Jahre ist, wird durch P(G nJ) = 0,21 in der Vierfeldertafel an-
gegeben.

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine zufallig ausgewahlte Person entweder in einer Grol3-
stadt wohnt oder nicht jinger als 50 Jahre ist, setzt sich folgendermallen zusammen:

Die Wahrscheinlichkeit zur Bedingung (1) lasst sich angeben durch P(G n]) = 0,54.
Die Wahrscheinlichkeit zur Bedingung (2) lasst sich angeben durch P(G n]) = 0,07.
Beide Wahrscheinlichkeiten sollen gelten, also ist die Summe zu bilden:
P(GNn))+P(GNJ])=0,54+0,07=0,61

Die Aussage ist falsch, denn 0,61 ist deutlich groRRer als 2 - 0,21 = 0,42.
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Losung zu Aufgabe 1c:

Losungsidee:

Es handelt sich um die Berechnung einer Wahrscheinlichkeit einer binomialverteilten Zufalls-
gréfle mit n = 160 und p = 0,75. Drei Viertel von 160 sind 120 Personen. Gesucht ist

P(X < 120) = P(X < 119). Diese Wahrscheinlichkeit wird mit 11% (160) - 0,75k - 0,25160-k

k
berechnet. Dies kann mit der Summenformel oder mit der WTR-Anwendung fur Binomialcdf

ausgefuhrt werden.

Ausfliihrung:

e (120) - 0,75% - 0,250~k mit der Summenfunktion des WTR:

119 DEG -
2 (160 nCr x#0.»
0.457646938

Ergebnis: P(X < 119) = 0,4576 bei ziemlich langer Rechenzeit.
Alternativer Lésungsweg:

P(X < 119) mit der Anwendung Binomialcdf des WTR:

DEG DEG DEG DEG
DISTR Binomialcds uBEinomiaicds SINGLE MEinomiolcds SINGLE t
STﬂzrmdF x: GIANE BOUNDS LIST ALL| |TRIALS=n=160 VALUE=0.4576469273204
3:B Cods PCSUCCESS)=0.75
inomialp %=119 STORE: (A vztabcd
B inomialcdf . caLc| [SOLVE AGAIN uIT| Er-

gebnis: P(X < 119) = 0,4576 bei vergleichsweise kurzer Rechenzeit
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2 Eine Abfullanlage der Naturkostkette fillt veganen Brotaufstrich in Glaser ab, auf de-
nen als Fullmenge ,250 g* aufgedruckt ist. Die tatsachliche Fullmenge kann jedoch

von der auf dem Glas aufgedruckten Fullmenge abweichen. Um festzulegen, welche
Abweichungen der tatsachlichen von der aufgedruckten Flllmenge toleriert werden,
wird die sogenannte Minusabweichung verwendet. Bei einer auigedruckten Fill-
menge von 250 Gramm betréagt die Minusabweichung 4,5 Gramm.

Die Glaser konnen gemal einer Richtlinie mit der in der Abbil- 2 0
dung 1 dargestellten Fillmengenkennzeichnung versehen wer- 5 g O

den, wenn drei Bedingungen erfullt sind. Diese konnen modell- Abb 1
haft wie folgt formuliert werden:

Die tatséchliche Fillmenge der Glaser in Gramim wird als Zufallsgrifie be-
trachitet.

Bedingung 1. Der Erwartungswert der tatsdchlichen Fillmenge in Gramm
liegt nicht unter der aufgedruckten Fillmenge.

Bedingung Il Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die tatsachliche Fill-
menge in Gramm von der aufgedruckten Fillmenge um min-
destens eine Minusabweichung nach unten abweicht, betragt
héchstens 6 %.

Bedingung lll:  Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass die tatsachliche Fill-
menge in Gramm von der aufgedruckten Fillmenge um min-
destens zwei Minusabweichungen nach unten abweicht, be-
tragt hochstens 0,2 %.

a Die tatsachliche Fillmenge der Glaser ist normalverteilt mit der Dichtefunktion

_1[x-zs0y?
2( : ] , wobei x die tatsachliche Fullmenge eines Glases in

.
P(x)=55z-e
Gramm beschreibt. Untersuchen Sie, ob jede der drei Bedingungen erfullt ist.

b Eine weitere Produktion von Glasern mit einer aufgedruckten Fullmenge von
250 Gramm stammt von einer anderen Abflllanlage fur vegane Brotaufstriche. Die
tatsachliche Fullmenge in Gramm ist normalverteilt mit den Parametern p =250
und o.
Begrunden Sie, dass die folgende Aussage richtig ist:

Wenn diese Produktion die Bedingung Il erfiillt, dann erfiillt sie auch die Be-
dingung .

20
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Losung zu Aufgabe 2a:
Losungsidee:

Der Dichtefunktion lassen sich der Erwartungswert und die Standardabweichung unmittelbar
entnehmen. Da die Minusabweichung gegeben ist, konnen die Wahrscheinlichkeiten fur die
zu untersuchenden Intervalle berechnet werden.

Ausflihrung:
Allgemein gilt fur die Dichtefunktion einer normalverteilten ZufallsgrofRe
p(x) = a_jﬁ - e_%'(%)z.
Die hier gegebene Dichtefunktion ist ¢(x) = L. e_%.(x-:_m)z
2+/2m

Durch einen Vergleich ist zu erkennen:

Erwartungswert ¢ = 250 und Standardabweichung ¢ = 2.
Bedingung | ist mit u© = 250 erfllt.

Bedingung II: Es ist zu zeigen, dass P(X < 250 — 4,5) < 0,002 gilt.
Mit dem WTR wird diese Wahrscheinlichkeit berechnet:

DEG DEG DEG DEG
Normalcd LN orma lcdi] LN Crmalcd
ﬂlrf mean=mu=250 LOMERBnd="1E99 VALUE=0.0122244334017
2 Bi ialpdf sidma=2 UPPERBnd=256-Y4.5
binomialpP STORE: A x vztoabcd
3lBinomialcdf i1 CALC| |SOLVE AGAIN QUIT

Damit ist nachgewiesen, dass P(X < 250 —4,5) = 0,0122 < 0,06 ist, also ist auch Bedingung
Il erfullt.

Bedingung lll: Es ist zu zeigen, dass P(X < 250 — 2-4,5) < 0,002 gilt.
Mit dem WTR wird diese Wahrscheinlichkeit berechnet:

DEG DEG DEG DEG
Norma.lcd LNormalcdf] LNormalcdf|
ﬂlr{: mean=mu=250 LOMERBnd="1E99 VALUE=3.4008031E-6
2:BR1 i alpdf sigma=2 UPPERBnd=250-2%4.5
-plnomialp STORE: A xvztabcd
3IBinomialcdf i1 CALC| |SOLVE AGAIN QUIT

Damit ist nachgewiesen, dass P(X < 250 —2-4,5) ~ 3,4-107° < 0,002 = 2 - 1072 ist, also ist
auch Bedingung llI erfullt.

Losung zu Aufgabe 2b:
Ldsungsidee:

Bedingung IlI: Es lasst sich die groRtmdgliche Standardabweichung fur P(X < u —4,5) < 0,06
bei u = 250 durch systematisches Probieren flir ¢ abschatzen.

Mit diesem Wert fir die Standardabweichung wird Bedingung Il Gberprift.
Ausfuhrung:

In Teilaufgabe 2a wurde gezeigt, dass P(X < 250 — 4,5) = 0,0122 < 0,06 flr o = 2 gilt. Weil
0,0122 deutlich kleiner ist als 0,06, lasst sich vermutlich fir gréRere Werte von ¢ eine Wahr-
scheinlichkeit finden, die moglichst nahe an 0,06 liegt, aber immer noch kleiner als 0,06 ist.
Dies lasst sich durch systematisches Probieren fir verschiedene Werte von o realisieren.

© Texas Instruments Education Technology 2025 Seite 76



Erhéhtes Anforderungsniveau — Stochastik 1

DE&

DEG

DE&

o=25 Normalcdf [Norma lcdi] t Normalcd
mean=muw=250 LOHEREnd=-1E99 VALUE=0.8359302654773
sidma=2.5 UPPERBnd=250-Y4.5
STORE: (M x vztabcd
CALC SOLVE AGAIN QUIT
0,036 liegt noch deutlich un-
ter 0,06
o= 3,0 Hormolcds - Normalcd4] - 1 Norma.lcd4| -
mean=mw=250 LOHEREnd=-1E99 VALUE=0.0668072287203
sidma=3.0 UPPERBnd=250-4.5
STORE: (A xvztabcd
CALC SOLYE AGATH QUIT
0,067 liegt Gber 0,06
DEG DEG DEG
=29 Norma lcd§] [Norra lcds] 1 Norma lcd#l
mean=mu=250 LOHEREnd=-1E99 VALUE=0.0603641345684
sidma=2.9 UPPERBnd=250-4.5
STORE: (M x v ztabcd
CALC SOLVE RGATN QUIT
0,0603 liegt noch knapp
uber 0,06
DEG DEG DEG
o =289 Normalcdf Normaleds * Mormalcd§
mean=muw=250 LOHERBEnd=-1E99 VALUE=0.6597241635491
sidma=2.89 UPPERBnd=250-Y4.5
STORE: (M x »ztabcd
CALC SOLVE AGATMN QUIT

0,0597 liegt knapp unter

0,06

Mit ¢ = 2,89 ist die Bedingung Il also gerade noch erfullt. Es wird nun gepruft, ob mit diesem
Wert auch Bedingung lll erfillt ist. Es ist zu zeigen, dass P(X < 250 — 2-4,5) < 0,002 auch
fir o = 2,89 qilt.

CEG

[Hormalcdé]
mean=mu=250
sidma=z.89

LNormalcd4

)

DEG

LOWERBnd=-1E99
UPFERBnd=258-2+4.5

CALC| [SOLVE AGAIN

CEG

[Horralcds]

VALUE=9.22330809E-Y4

STORE: R x vz tabecd
QUIT

Damit ist nachgewiesen, dass P(X < 250 —2-4,5) ~ 9,2-107* < 0,002 = 2 - 10~2 auch flr
o = 2,89 gilt, also ist auch fur diesen Wert die Bedingung Ill erfullt.
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Stochastik 2 eA; WTR

1  Aufgabe

BE

Unter den Touristen eines Naturparks nutzen erfahrungsgemald 14 % das Fahrrad fir
Ausflige vor Ort. Im Folgenden werden diese Touristen als Radausfligler bezeichnet.
Es soll davon ausgegangen werden, dass in einer zufalligen Auswahl von Touristen des
Naturparks die Anzahl der Radausfligler binomialverteilt ist.

1 Fur eine Stichprobe werden 300 Touristen des Naturparks zuféllig ausgewahlt.

a Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass sich in der Stichprobe genau 1
36 Radausflugler befinden.

b Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Anzahl der Radausflugler in 3
der Stichprobe um mindestens 10 % grdlker ist als der Erwartungswert fur diese
Anzahl.

Losung zu Aufgabe 1a:
Losungsidee:

Da die Anzahl der Radausfligler binomialverteilt ist mit n = 300 und p = 0,14 kann die Wahr-
scheinlichkeit mit der Bernoulli-Formel oder der Anwendung Binomialpdf des WTR berechnet
werden.

Ausflihrung:

X~B300;0'14 und P(X == 36)

Lésung mit Bernoulli-Formel: 380 ncr 36+, 147
300 . 042048049

P(X = 36) = ( o ) £0,1436 - (1 — 0,14)300-36 x 0,042

Lésung mit WTR nach der Wahl von Binomialpdf unter DISTR:

DES DEG DES DEG
L{lEinomialpdé SINGLE] LIMBinomialpdé SINGLE] t
?Tﬂgrf PR STNGLE IST ALL TRIALS=n=300 VALUE=0.04204804910674
B' L alpdf PCSUCCESS)=0.1Y
Hb1nomialpP x=36 STORE: (R vztabcd
3lBinomialcdf i CALC| |SOLVE AGAIN

P(X = 36) ~ 0,042

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich unter 300 Touristen genau 36 Radausflligler befin-
den, betragt ca. 4,2 %.

Losung zu Aufgabe 1b:
Lésungsidee:

Der Erwartungswert wird durch u = n - p berechnet. 10 % vom Erwartungswert sind 0,1 - p.
Zu berechnen ist dann P(X > 1,1u). Diese Wahrscheinlichkeit kann mit der Bernoulli-Formel
oder der Anwendung Binomialcdf des WTR berechnet werden

Ausfuhrung:
Erwartungswert y = n-p = 300- 0,14 = 42
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P(X =1,1p) = P(X = 42 +4,2) = P(X = 46,2)

Hinweis: Da eine binomialverteilte Zufallsgrélie nur ganzzahlige Werte hat, wird aufgerundet:
P(X = 46,2) = P(X = 47).

Diese Wahrscheinlichkeit kann auch berechnet werden durch 1 — P(X < 46).

Lésung mit Bernoulli-Formel :(1 — P(X < 46) (Das spart Rechenzeit.)

(300

P(X=47)=1-P(X<46)=1-33%, p

) £0,14% - (1 — 0,14)300k ~ 0,2243

|,|5 DEG -
1- 3 (300 nCr x+»
0.224345102

Lésung mit WTR nach der Wahl von Binomialcdf unter DISTR:

DEG DEG DEG
LBinomialcdé BOUNDS] UEinomialcdé BOUNDS] t
STﬂlr‘f x: SINGLE IJUND LIST ALL| |TRIALS=n=300 LOHERBnd=Y4?
:Binomialpdf PCSUCCESS)=0.14 UPPERENnd=300
I_-Binomialcdf ‘ 4 CALC
DEG
Binomialcdf BOUMNDS) 1

VALUE=0.224345103365Y4

STORE: (@ vy ztabcd
SOLVE AGAIN QUIT

P(X > 47) ~ 0,2243

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Anzahl der Radausfligler unter 300 Touristen min-
destens 10 % groRer als der Erwartungswert fur diese Anzahl ist, betragt ca. 22,43 %.

2 Um den Naturpark als Reiseziel attraktiver zu machen, setzt der dortige Tourismus-
verband Shuttlebusse ein. Die Fahrkarten fur diese Busse kinnen ausschliefdlich on-
line gebucht werden und sind jeweils fur einen bestimmten Tag gultig. Erfahrungsge-
mal werden 80 % aller gebuchten Fahrkarten spatestens am Vortag der Fahrt ge-
bucht. Von diesen spatestens am Vortag gebuchten Fahrkarten werden 90 % auch
tatsachlich genutzt. Bei den restlichen, erst am Tag der Fahrt gebuchten Fahrkarten
liegt dieser Anteil mit 95 % etwas hoher.

a Stellen Sie den Sachverhalt in einem beschrifteten Baumdiagramm dar. 3

b Betrachtet wird eine zufallig ausgewahlte, nicht genutzte Fahrkarte. Beurteilen Sie | 3
die folgende Aussage:

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Fahrkarte spéatestens am Vortag
gebucht wurde, ist achtmal so grol wie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
sie erst am Tag der Fahrt gebucht wurde.
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Losung zu Aufgabe 2a:
Losungsidee:

Es muss ein zweistufiges Baumdiagramm gezeichnet werden. Die erste Stufe enthalt das Er-
eignis A: ,Die Fahrkarte wird spatestens am Vortag gebucht.“ und das Gegenereignis dazu.
Die zweite Stufe enthalt das Ereignis B: ,Die Fahrkarte wird genutzt.“ sowie das Gegenereig-
nis dazu.

Ausflihrung:
A: ,Die Fahrkarte wird spatestens am Vortag gebucht.“ mit P(4) = 0,80 und P(4) = 0,20.
B: ,Die Fahrkarte wird genutzt.“ mit P,(B) = 0,90; P,(B) = 0,10; Pz(B) = 0,95; Pz(B) = 0,05

0,90
A <_
0,80 0,10 B
0,20 _ 0,95 B
A <
0,05 B

Losung zu Aufgabe 2b:

vy

Ldsungsidee:

Die nicht genutzten Fahrkarten werden durch das Ereignis B beschrieben. Die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Fahrkarte spatestens am Vortag gebucht und nicht genutzt wurde, wird
durch P(A n B) berechnet. Der Anteil dieser Fahrkarten an allen nicht genutzten Fahrkarten,

ist die bedingte Wahrscheinlichkeit 13(;_;)1?) = Pz(A). Es geht also um einen Vergleich von
Pg(A) mit Pg(/f).
Ausfihrung:
~ __ P(ANB) _ 0,8:0,1 -
(1) Pg(4) = P(B) ~ 0801402005 0,89
(2) PE(/D — P(ANB) _ 0,2:0,05 ~ 0’11

P(B) ~ 0,8:0,1+0,2:0,05
Da8-0,11 = 0,88 = 0,89 gilt, ist die Aussage richtig.

Hinweis: In den Termen (1) und (2) stimmen die Nenner Uberein. Zum Vergleich missen nur
die Zahler verglichen werden: Es ist 0,8+ 0,1 = 0,08 und 0,2 - 0,05 = 0,01. Der Zahler von (1)
ist genau achtmal so grof3 wie der Zahler von (2).
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Der Tourismusverband vermutet, dass sich der bisherige Anteil der Radausfligler
unter den Touristen von 14 % durch den Einsatz der Shuttlebusse erhéht hat. Die
Werantwortlichen planen die Durchfuhrung eines Signifikanztests mit einem Signifi-
kanzniveau von 8 % und der Nullhypothese Der Anteil der Radausfligler unter allen
Touristen liegt bei héchstens 14 %.* Vor der Durchfihrung des Tests wird festgelegt,
die Shuttlebusse nur dann weiterzubetreiben, wenn die Nullhypothese aufgrund des
Testergebnisses abgelehnt wird.

¢ Es ist geplant, den Test auf der Grundlage einer Stichprobe von 500 Touristen 5
durchzufihren. Bestimmen Sie die zugehdorige Entscheidungsregel.

d Angenommen, der beschriebene Test wird auf der Grundlage einer Stichprobe 5
von nur 200 Touristen durchgefiahrt. In diesem Fall wird die Nullhypothese abge-
lehnt, wenn sich unter diesen mehr als 35 Radausfligler befinden. Damit die
Wahrscheinlichkeit fir den Fehler zweiter Art héchstens 15 % betragt, muss der
tatsachliche Anteil der Radausfligler unter allen Touristen mindestens einen be-
stimmten Wert haben. Ermitteln Sie diesen Wert auf ganze Prozent genau und be-
schreiben Sie die Bedeutung des Fehlers zweiter Art im Sachzusammenhang.

20

Losung zu Aufgabe 2c:
Ldsungsidee:

Der Ablehnungsbereich fur die Nullhypothese H, muss rechts liegen, denn sie lautet ,Der
Anteil ... liegt bei hdchstens 14 %*. Der Ablehnungsbereich umfasst also ein Intervall I

gu < k < 500. Es soll fir die Wahrscheinlichkeit dieses Intervalls gelten P(I) < 0,08. Die un-
tere Grenze g,, ist fur die binomialverteilte Zufallsgré3e X mit n = 500 und p = 0,14 zu be-
stimmen.

Ausfuhrung:

Die untere Grenze g,, kann durch systematisches Probieren gefunden werden. Da der Er-
wartungswert bei 500 - 0,14 = 70 liegt, kann man mit dem Probieren fir eine Zahl gréRer 70
beginnen.

DEG DEG DEG

Binomialcdf BOUNDS LEinomialcdf BOUNDS| UEinomialcdf BOUNDS| 1
TRIALS=n=500 LOWERBnd=75 VALUE=0.2775326237942
P(SUCCESS)=0.14 UPPERBnd=500

STORE: (A v ztabcd
+ CALC| |[SOLYE AGAIN QUIT

Die Wahrscheinlichkeit ist groRer als 0,08, deshalb wird g,, vergrof3ert.

DES DEG
Binomialcdf BOUNDS LEinomialcdf BOUNDS| t
LOMWERBnd=81 VALUE=0.0898483104368

UPPERBnd=580
STORE: (R vztabcd
CALC| |SOLYE AGAIN 9

Die Wahrscheinlichkeit ist noch etwas grof3er als 0,08, deshalb wird g,, etwas vergrof3ert.

DES
Binomialcdf BOUNDS 1
LOMWERBnd=82
UPPEREnd=500

DEG
Binomialcdf BOUNDS t
VALUE=0.0714646695896

STORE: (R vztabcd
SOLYE AGAIN 9

CALC

Die Wahrscheinlichkeit ist erstmals kleiner als 0,08, deshalb ist der Ablehnungsbereich
[82; 500]. Bei mindestens 82 Radausfliglern wird die Nullhypothese abgelehnt.
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Alternativer Losungsweg:

Man kann auch die Anwendung binomialcdf LIST nutzen. Dazu muss zunachst unter
eine Liste L1 fUr die untere Grenze angelegt werden. Sie kdnnte hier bei 70 beginnen und
z. B. bis 90 gehen. (Sie darf hochstens 50 Listenelemente enthalten.)

¥ SEQUENCE FILL t| |[EXPR IN = 1 =
SEQUENCEFILL i P S —
%ITEOEQRQHI:EQM FILL LIST: L2 L3 START x:76 ;%
. END x:90
2:Sort L9-Sm.. STEP SIZE:1 73
Seque nce... 1<dim(list) <50 + SEQUENCE FILL| |L1¢1)=78

Nun wird unter die Anwendung binomialcdf LIST gedffnet.

DEG DEG DEG DEG
Binomia lcds MEinomiaicdé LIST Einomialcds LIST t
?Tﬂgrf : SINGLE BOUNDS Wi ALL| |TRIALS=n=5600 %LIST: 61 L2 L3
3:Bonmaialpdf PCSUCCESS)=0.14 SAVE TO: L1 W3 L3
KB inomialcdf 1 4 CALC

In der Liste L2 werden die zur Liste zugehoérigen Werte fur P(X < L1) angezeigt.

DEG

79 0.588302

80 f.910152

81 0.928595

82 8943937
L2(13)=6.9439371349835

An der Tabelle ist zu erkennen in Spalte L2: P(0 < X < 81) = 0,93.

Daraus folgt P(82 < X <500) = 1—-0,93 = 0,07

Also ist g,, = 82 der erste Wert, fur den P(g,, < X < 500) < 0,08 gilt.

(Wegen P(0 <X <80)=091ist P(81 <X <500) ~1—0,91 = 0,09 noch gréRer als 0,08.)
Losung zu Aufgabe 2d:

Ldsungsidee:

Es sei Y die Zufallsgrofie, die die Anzahl der Radausfllgler unter 200 Testpersonen be-
schreibt. Da es um einen Fehler 2. Art geht, kann man hier nicht von p = 0,14 ausgehen,
sondern muss die noch unbekannte Wahrscheinlichkeit x so ermitteln, dass die Nullhypo-
these falschlicherweise nicht verworfen wird, wenn unter den 200 Testpersonen héchstens
35 Radausflugler sind. Die Wahrscheinlichkeit dafur soll hchstens 15 % betragen.

Ausfuhrung:

Es muss die Wahrscheinlichkeit x gefunden werden, so dass P2°°(Y < 35) < 0,15 ist.
Die Losung erfolgt Uber systematisches Probieren fur die Wahrscheinlichkeit x. Als Startwert
kann man z. B. den Wert 0,14 verwenden.

DES DEG DES DEG
Binomia.lcdf ulBinomiolcdf SINGLE  {BBinomialcdf SINGLE t
STHL-; x: (BLIRd BOUNDS LIST ALL| (TRIALS=n=200 VALUE=6.9332389641956
TRe ” P(SUCCESS)=0.14
2:Binomialrdf %=35 STORE: (v ztabecd
1 1
E¥TBinomialcdf + CALC| |SOLVE AGAIN ]

Die Wahrscheinlichkeit fur P§9%(Y < 35) ~ 0,93 ist mit ca. 0,93 weit entfernt vom Zielwert
< 0,15. Es werden gréflere Werte fir x probiert. Das Ergebnis kann z. B. so aussehen:
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DES
Binomialcdf SINGLE t
TRIALS=n=200
P(SUCCESS)=0.2
x=35

CALC

DEG
Binomialcdf SINGLE
VALUE=9.2150660178637

t

STORE: (Mvztabcd
QUIT

SOLVE AGAIN

DES
Binomialcdf SINGLE
TRIALS=n=200
P(SUCCESS)=0.21
x=35

t

CALC

DEG
Binomialcdf SINGLE t
VALUE=9.1284250863266

STORE: (Mvztabcd
SOLVE AGATIN QUIT

Der tatsachliche Anteil der Radausfliigler misste, auf ganze Prozent gerundet, mindestens

21% betragen.

Auswirkung des Fehlers 2. Art:

Obwonhl der Anteil der Radausflugler grof3er als 14 % geworden ist, wird aufgrund des Test-
ergebnisses veranlasst, dass der Betrieb der Shuttlebusse eingestellt wird.
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Stochastik 3 eA; WTR
1 Aufgabe

BE

Unter den Touristen eines Naturparks nutzen erfahrungsgemal 14 % das Fahrrad fur
Ausflige vor Ort. Im Folgenden werden diese Touristen als Radausfliigler bezeichnet.
Es soll davon ausgegangen werden, dass in einer zufalligen Auswahl von Touristen des
Naturparks die Anzahl der Radausfligler binomialverteilt ist.

1 Fir eine Stichprobe werden 300 Touristen des Naturparks zufallig ausgewdahit.

a Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich in der Stichprobe genau 1
36 Radausflugler befinden.

b Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Anzahl der Radausflugler in 3
der Stichprobe um mindestens 10 % gréfier ist als der Erwartungswert fur diese
Anzahl.

2 Um den Naturpark als Reiseziel attraktiver zu machen, setzt der dortige Tourismus-
verband Shuttlebusse ein. Die Fahrkarten fur diese Busse konnen ausschliefilich on-
line gebucht werden und sind jeweils fur einen bestimmten Tag galtig. Erfahrungsge-
malk werden 80 % aller gebuchten Fahrkarten spatestens am Vortag der Fahrt ge-
bucht. Von diesen spéatestens am Vortag gebuchten Fahrkarten werden 90 % auch
tatsachlich genutzt. Bei den restlichen, erst am Tag der Fahrt gebuchten Fahrkarten
liegt dieser Anteil mit 95 % etwas hoher.

a Stellen Sie den Sachverhalt in einem beschrifteten Baumdiagramm dar. 3

b Betrachtet wird eine zuféllig ausgewahlte, nicht genutzte Fahrkarte. Beurteilen Sie | 3
die folgende Aussage:
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Fahrkarte spétestens am Vortag
gebucht wurde, ist achtmal so grofl wie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass
sie erst am Tag der Fahit gebucht wurde.

Die Aufgaben 1a, 1b, 2a und 2b stimmen mit den Aufgaben 1a, 1b, 2a und 2b von ,Stochas-
tik 2; eA; WTR® Uberein. Die Lésungen zu diesen Aufgaben kdnnen nachgelesen werden auf
den Seiten 77 bis 79.
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Der Tourismusverband vermutet, dass der 1 *
Anteil der Radausflugler unter allen Tou- 0.2 }-‘ | et /
risten durch den Einsatz der Shuttlebusse _ L] {1 1A
nun 20 % betragt. Um bei einer Sicher- 0.15 [ T NG / |
heitswahrscheinlichkeit von 90 % einen I RN Lf / '
Schatzwert fur den Anteil der Radausfliig- _ EEEERrARD<N
ler unter den Touristen zu ermitteln, wird (UL / ]
eine Stichprobe von 900 zufallig ausge- | TLFT
wahlten Touristen betrachtet. 0.05 1 ’;f" / ;
Die Abbildung zeigt die Graphen der fol- EEEZARE EEEEEEE 1
genden fur p [0;1] definierten Funktio- e
nen:

¢ In der Stichprobe werden 153 Radausflugler gezahlt. Ermitteln Sie grafisch daszu 5
dieser Anzahl gehdrende Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit
90 % und beurteilen Sie damit, ob die Vermutung des Tourismusverbandes mit
dem Stichprobenergebnis vertraglich ist.

d Betrachtet wird eine Stichprobe vom Umfang n mit einem Anteil h=0,17 sowie 5
das zu diesem Anteil gehdrende Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlich-
keit 90 %. Betrachtet wird die folgende Aussage:
Der Wert 0,17 liegt in der Mitte zwischen 0,14 und 0,20. Trotzdem ist es
mdglich, dass die Annahme p=0,14 mit dem Stichprobenergebnis nicht
vertraglich ist, die Annahme p =020 hingegen schon.

Beurteilen Sie diese Aussage unter Verwendung der folgenden beiden Rechnun-

gen:
I: 017 =0,14 +1,64-,’U’Mf‘85 I1: 0,17 =0,201,64-,[2228
= n=35928 = h=~4782
20
Lésung zu Aufgabe 2c:

Lésungsidee:

Auf der y-Achse des Diagramms sind die relativen Haufigkeiten h abzutragen. Fur den vorlie-
genden Sachverhalt kann h berechnet werden. Eine Parallele durch h zur p-Achse schneidet
den Graphen der beiden gegebenen in zwei Punkten P, (p;|h) und P,(p,|h). Es ist [py; p2]
das zu h gehdrende Konfidenzintervall. Es kann dann geprift werden, ob die Vermutung
richtig ist.
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Ausflhrung:

Die relative Haufigkeit des Stichprobenergebnisses ist o2 HHHHH

h=22-017. 0,17 :
900 0.15

Die Parallele h = 0,17 zur p-Achse schneidet die Gra-

phen der Funktionen in den Punkten P;(0,15|0,17) und 01
P,(0,19|0,17), also ist [0,15; 0,19] das gesuchte Konfiden-
zintervall. Da 20% = 0,20 als Wahrscheinlichkeit vermutet 0.05

wurde, aber nicht im Konfidenzintervall liegt, ist die Ver-
mutung nicht mit dem Stichprobenergebnis vertraglich.

Losung zu Aufgabe 2d:
Losungsidee:

Die beiden Rechnungen hangen zusammen mit der Doppelungleichung zu den Sigma-Re-

geln:p —o- /@shgp+a- /@.

Es interessiert hier fir zwei mdgliche Werte von p zunachst, wie gro3 der Stichprobenum-
fang n sein kénnte, wenn p = 0,14 bzw. p =0,20, h = 0,17 und ¢ = 1,64 gilt. Das lasst sich
aus den Rechnungen | und Il schlussfolgern.

Aus der Tatsache, dass die Lange des Konfidenzintervalls mit steigendem Stichprobenum-
fang kleiner wird, 1asst sich auf die Richtigkeit der gegebenen Aussage schliefl3en.

Ausfuhrung:
Die linke Seite der Doppelungleichung p — o - /@ <h<p+o-: @ gibt die untere

Grenze g,, und die rechte Seite der Doppelungleichung die obere Grenze g, des Konfiden-
zintervalls flr eine Wahrscheinlichkeit p zu einer ermittelte Haufigkeit h an. Die Grenzen des
Konfidenzintervalls hadngen vom Stichprobenumfang n und der Sicherheitswahrscheinlichkeit
o ab. Insbesondere gilt: Je gréler n ist, desto kiirzer wird die Lange ¢ = g, — g,, des Kon-
fidenzintervalls, da n auf beiden Seiten der Doppelungleichung im Nenner steht. Die beiden
Grenzen rlcken enger ,nach Innen“ zusammen.
Die Losung der Gleichung 1 0,17 = 0,14 + 1,64 - 0’147'10’86,
Stichprobenumfang n sein muss, damit die relative Haufigkeit h = 0,17 bei einer angenom-
menen Wahrscheinlichkeit p = 0,14 und der Sicherheitswahrscheinlichkeit 90% mit der rech-
ten Grenze g, des Konfidenzintervalls Ubereinstimmt. Es wirde also gelten
Jo = 0,17. Das ist nach der Angabe in der Aufgabenstellung fir n = 359,8 der Fall. Wirde
man n vergrofern, dann warde sich ¢ = g, — g,, verkleinern, das Konfidenzintervall wirde
schmaler. Das bedeutet, dass die obere Grenze g, des Konfidenzintervalls dann kleiner
ware als 0,17, also wirde 0,17 aul3erhalb des Konfidenzintervalls liegen und ware damit
nicht statistisch vertraglich mit p = 0,14.

0,2-0,8

Die Lésung der Gleichung I1 0,17 = 0,20 — 1,64 - —,

Stichprobenumfang n sein muss, damit die relative Haufigkeit h = 0,17 bei einer angenom-
menen Wahrscheinlichkeit p = 0,20 und der Sicherheitswahrscheinlichkeit 90% mit der linken
Grenze g, des Konfidenzintervalls Ubereinstimmt. Es wirde also gelten g,, = 0,17. Das ist
nach der Angabe in der Aufgabenstellung fir n = 478,2 der Fall. Wirde man n verkleinern,
dann wurde sich £ = g, — g, vergroRern, d. h. die untere Grenze g,, des Konfidenzintervalls
ware dann kleiner als 0,17, also wirde 0,17 innerhalb des Konfidenzintervalls liegen und
ware damit statistisch vertraglich mit p = 0,20.

gibt Auskunft dartber, wie grof3 der

gibt Auskunft darber, wie grof3 der
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Ist also n < 478, dann ware das Konfidenzintervall breiter und 0,20 wiirde innerhalb dieses
Intervalls liegen.

Aus den beiden Uberlegungen folgt, dass fiir 360 < n < 478 die Annahme p = 0,14 nicht mit
dem Stichprobenergebnis vertraglich ist, aber die Annahme p = 0,20 schon.

Ergénzende Uberlegungen:

Firh=0,17 und ¢ = 1,64 werden einige Konfidenzintervalle in Abhangigkeit vom Stichpro-
benumfang n im Intervall 365 < n < 478 berechnet.

Dabei wird hier die Naherungsformel fiir Konfidenzintervalle benutzt:

h—o- MSPSh-l—O" w
A n 4’ n

Die untere Grenze des Konfidenzintervalls wird als Funktion f(x), die obere Grenze des Kon-
fidenzintervalls als Funktion g(x) berechnet und unter tabelliert. Die Variable x steht hier
fur den Stichprobenumfang n. Der besseren Ubersichtlichkeit wegen, werden fiir h und ¢ Va-
riable des WTR verwendet.

DEG e DEG DEG DEG
0.17a "MW BFUNCTION TABLE o L [etma t _ et
1.64b 1.64 MHAdd/Edit Func | |f(x)=a-b] 9(x)=a+b| =5

2:f(
3:9( 1 1

DEG DEG DEG
TABELE SETUP 1 4 fix) alx) - f0x) (%)

Start=216 9.1160008|0.169992 Yo 9.11317Y4(0.166826

Step=30 390 0.11118E (0168815 | (480 0.114626(0.165974

x=7? 420 0.112233(0.167767 | |FRTINNEN 0.114862(0.165198
CALC| [x=3680 x=C18

Es ist zu erkennen, dass hier in keinem der berechneten Intervalle h = 0,17 enthalten ist. Da-
mit ist gezeigt, dass h = 0,17 nicht mit p = 0,14 statistisch vertraglich ist, wenn

n = 365 gilt.

In analoger Weise wird nun fur p = 0,20 verfahren:

DEG - DEG DEG DEG
0.23a "Wl UNCTION TABLE iy iy
L " . == =34
1.64b 1.64) MAAdd/Edit Func | |f(x)=a-b]™ 9(x)=a+b{ "
2:f(
3:a( 1 1
DEG DEG DEG DEG
TABELE SETUP 1 Fix) ax) [1¢:9] 9(x) X Fix) ax)
Start=260 8.165426 (0.23457Y( |4E@ 0.169076(0.23092Y| (478 9.16999E5 |0.230005
S$top=30 290 0.166782(0.233218( (4860 0.170058 (0.2299Y2
EE . x=7 426 0.16799 |0.23261 | |INEEEN|0.170952|0.229048
CALC| [%=360 [%x=E518 %=

Es ist zu erkennen, dass nun in jedem der berechneten Intervalle h = 0,17 enthalten ist. Da-
mit ist gezeigt, dass h = 0,17 mit p = 0,20 statistisch vertraglich ist, wenn n < 478 gilt.
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