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Kepler und das Volumen eines Ostereies

Zugegeben, die Uberschrift und die Karikatur (s. Abb.1) Kepler

scheinen etwas weit hergeholt, aber es lasst sich eine ]
. . . und das Osterei

Verbindung zwischen dem Wissenschaftler Johannes i

Kepler und der Berechnung des Volumens eines eiftr-

migen Korpers durchaus herstellen.

In diesem Beitrag soll informiert werden, wie die

Keplersche Fassregel zum Berechnen von Volumina

genutzt werden kann. Unter anderem wird auch das

Volumen eines Ostereies auf diesem Wege ohne Integ-

ralrechnung naherungsweise bestimmt. ! Die benétigten

mathematischen Vorkenntnisse sind alle der Sekundar-

stufe | zuzuordnen.

Zudem wird gezeigt, wie der Taschenrechner Abb.1

TI-30X Prio MathPrint™ dabei verwendet werden kann. Insbesondere geht es hier um den

Einsatz der Anwendungen [expr-eval] und [data].

Die Keplersche Fassregel

Im Jahr 1615, also vor etwas mehr als 410 Jahren, hatte der Mathematiker und Astronom
Johannes Kepler beobachtet, wie das Volumen von Weinfassern bestimmt wurde:

Mit einem Messstab, den man durch das mittig gelegene Spundloch bis zum gegentberlie-
genden unteren Rand schob, wurde das Volumen des Fasses abgelesen, ohne dass man
die Form des Fasses berticksichtigte. Kepler fand diese Methode sehr ungenau. Er schrieb
deshalb im Jahr 1615, die ,Neue Raummesskunst flir Weinfasser”. Zu diesem Zeitpunkt war
die Integralrechnung noch nicht bekannt! Ein wesentliches Ergebnis seiner Untersuchungen
lasst sich kurz folgendermalRen zusammenfassen:

»Die Keplersche Fassregel besagt, dass ein Fass der Hohe h sowie der Grundflache
Ac, der in der Mitte gemessenen Querschnittsflache As und der Deckflache Ap (s.
Abb.2) etwa folgendes Volumen hat:

h

Diese Naherungsformel liefert selbst dann noch gute Ergebnisse,
wenn die Querschnittsflachen keine Kreise sind.

Fur bestimmte Rotationskdrper wie Zylinder, Kugel, Kugelkappe,
Kegel, Kegelstumpf und Rotationsparaboloid gibt diese Formel so-
gar das genaue Volumen an.“ [DUDEN] Abb.2

Eine Herleitung dieser Naherungsformel soll hier nicht erfolgen. Wir begniigen uns damit, zu
zeigen, dass diese Formel fur Zylinder und Kugel tatsachlich die exakten Ergebnisse liefert.

1 Ich verweise auf meinen Artikel ,Mathematische Betrachtungen zum Ei, der TI-Materialiendatenbank erschie-
nen ist. Dort werden u.a. Methoden der Volumenberechnung von Eiern mit dem bestimmten Integral beschrie-
ben.
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Fur ein fassahnliches Weinglas wird das Volumen mit der Keplerschen Fassregel néhe-
rungsweise bestimmt und das Ergebnis durch Nachmessen verifiziert.

SchlieRlich wird die Keplersche Fassregel mehrfach auf das Modell eines Ostereies ange-
wendet. Auch fur diese Rechnung wird die Probe durch eine Messung realisiert werden.

Zylinder und Kugel

Fur Zylinder und Kugel werden die exakten Ergebnisse geliefert:
Zylinder: Die Querschnittsflachen sind Kreise mit dem gleichen Radius r.
AG:AszADzTE'Tz;h

V:%-(n-r2+4-n-r2+n-r2)=%-(6-n-r2)=n-r2-h

Abb. 3
Kugel: Die kreisférmige Querschnittsflache durch den Mittelpunkt hat den
gleichen Radius wie die Kugel. Die Querschnittsflachen Ap und Ac wer-
den als Kreise mit dem Radius r = 0 angenommen.
AGZADZO;ASZT['TZ;h=2T
V=2-0+4-m-r2+0) =373

Das schwabische Viertelesglas

Ein schwabisches Viertelesglas hat einen oberen und unteren inneren
Durchmesser von 6,0 cm. Der innere Durchmesser in der halben Hohe
betragt 7,4 cm. Die innere H6he wurde mit 8,0 cm gemessen.

Wir berechnen naherungsweise das innere Volumen des Glases mit
der Keplerschen Fassregel.

Die Querschnittsflachen sind Kreise mit den Radien 3,0 cm und 3,7

cm mit den Flacheninhalten A = m - r2. Die innere Hohe betragt 8,0 cm. Abb. 5
h
Vz—'(AG+4"A5+A) DEG -
6 g 8 (3%+4#3, 72+37)
V=z-(m-30%+4 137 +m-3,0?%) ~ 305 cm® 304.7763753

Messung: Das Glas wurde fast randvoll mit ca. 300 ml Wasser befiillt.
Dies ist eine recht gute Ubereinstimmung zum rechnerischen Ergebnis. Abb. 6

Das Osterei

Das abgebildete Osterei aus Pappe hat eine Lange von 15,0 cm. Um
sein Volumen moglichst genau zu ermitteln, wird die Keplersche Fass-
regel mehrfach angewendet. Damit der Rechenaufwand mit dem Ta-
schenrechner TI-30X Prio MathPrint™ tiberschaubar bleibt, wird zu-
nachst die Anwendung [expr-eval] genutzt. Sie ist als Zweitbelegung
der Taste zu finden.

Unser Osterei kann in Langsrichtung in zwei fast kongruente Teilkor-
per zerlegt werden. Nur ein kleiner Rand an einer der Halften stort
diese Symmetrie. Er wird fir den Zusammenhalt beider Teile bendtigt,
wenn beide Hélften zu einem vollstadndigen Ei zusammengesteckt
werden.

Abb. 7
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Die Eihalfte ohne diesen Rand wird genutzt, um den Umriss des Eies auf Papier zu Ubertra-
gen. Mittig wird die Langsachse des Umrisses eingezeichnet. In Abstanden von 1,5 cm wer-
den die zur Mittellinie senkrechten Entfernungen zur Eilinie gemessen und notiert.

Diese Messwerte lassen sich als Radien der Querschnittskreise durch den Eierkérper inter-
pretieren.

Man stelle sich das Osterei vor wie ein Ei, dass durch einen Eierschnei-
der in fUnf gleich breite Teilkdrper zerlegt wird. Die Keplersche Fassre-
gel wird nun auf jedes der 3,0 cm langen Teilintervalle angewendet.

Fur jedes der Teilintervalle wird damit ein Naherungswert fiir das Volu-
men des zugehorigen Drehkorpers mit der Keplerschen Fassregel ermit-
telt. Die Hohe h flr jedes Teilintervall betragt 3,0 cm. Die Querschnitts-
flachen sind Kreisflachen mit den Radien a, b und c. Fir jedes Teilinter-
vall kann der Naherungswert fiir das zugehérige Volumen berechnet
werden durch den Term

2-n-(a2+4-b2+cz)=§-(a2+4-b2+c2).

Die Teilergebnisse werden notiert und abschlielend , P v
addiert. IN-TANEERY
Start: Mit wird die Anwendung [expr-eval] ge- i
offnet. Der Term %(a2 + 4b? + c?) wird eingegeben und | 149 |

mit [enter] bestatigt. Der Rechner schlagt fur jede der Va- ‘ o
riablen a, b und c einen Wert vor, der auf die im jeweili- ' "

gen Teilintervall gemessenen Werte korrigiert und eben- | | i B O
falls jeweils mit bestatigt werden muss. Nachdem c | 4
mit bestatigt wurde, wird der Term zusammen mit

dem jeweiligen Termwert angezeigt. Dieser wird — auf —Ar
Zehntel gerundet — notiert und entspricht dem Volumen 149
des zum verwendeten Teilintervall gehorenden Teilkor- N
pers des Eies. TrT
Abb. 9
Expr=07 (a2+dp’> | [=0 fp=2.9 " ne=s.8 1|2 (aP+abec?)
75.52388739
+ + 4 4
Abb. 10

un geht es beim Start mit (2nd wieder los. Der Term - (a“ + + ¢*) wird angezeigt,
Nun geht es beim Start mit (2nd](table] wieder los. Der Term = (a® + 4b? + ¢?) wird t

muss also nicht neu eingegeben, aber mit bestatigt werden. Die Werte fir a, b und c
sind dann fur das nachste Teilintervall neu einzutragen und mit zu bestatigen. Auf der
folgenden Seite wird das Vorgehen in einem Diagramm veranschaulicht. Der dort dargestell-
te Prozess wird hier finfmal durchlaufen. In der nachstehenden Tabelle werden die Ergeb-
nisse angezeigt.
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Teilintervall | Wert flr a Wert fir b Wert fir ¢ Wert fur g (a? 4 4b% + ¢?)
[0; 3] 0 2,9 3,8 75,5
[3; 6] 3,8 4,5 4,8 186,1
[6; 9] 4,8 50 4,9 231,0
[9; 12] 49 4,6 4,2 198,4
[12; 15] 4,2 3,0 0 84,3
Summe 775,3

Nach dieser Naherungsrechnung misste das Volumen des Ostereies ca. 775,3 cm? betra-
gen.

| st mi gl trexprevl |
¥

Eingabe bzw. Bestatigung
des Terms

s
5 (a? + 4b? + ¢?)

Term % (a? + 4b? + ¢2)
und Ergebnis erscheinen; Wert von a eingeben
Ergebnis notieren

Wert von ¢ eingeben Wert von b eingeben

Abb. 11
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Zur experimentellen Uberpriifung wurde die obere Halfte des Ostereies mit einem farbigen
Pulver geflillt und dessen Volumen in einem Messbecher zu ca. 390 ml ermittelt. Dies ent-
spricht dem halben Volumen des ganzen Ostereies, das deshalb ca.780 cm3 betragt und
somit in der GrofRenordnung des ermittelten N&herungswertes liegt. Bei diesem Vergleich
kénnen systematische und zufallige Fehler entstehen, z. B. durch Ungenauigkeiten beim
Ablesen der Messwerte, beim Einfillen des Pulvers oder durch die Fortpflanzung von
Rundungsfehlern.

Abb. 12
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Erganzung

Alternativ kann die Volumenberechnung des Ostereies auch mit der Anwendung des
TI-30X Prio MathPrint™ erfolgen.

In der Liste L1 werden die Radien der Querschnittskreise eingetragen. Jeder dritte Wert
muss doppelt berticksichtig werden, weil er einmal ein Teilintervall abschliel3t und das fol-
gende offnet.

In der Liste L2 werden gemal der Fassregel die ,Faktoren 1 — 4 - 1* fir jeden Radius pro
Teilintervall eingetragen.

In der Liste L3 werden die Teilvolumina mit Formula 1 gemaR der Formel g - Ly - L% au-
tomatisch berechnet und abschlie3end wird mit OPS 4 ihre Summe gebildet.

Die Tabelle zeigt die Ubersicht der Eintrage in den Listen L1 und L2.
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Auch mit diesem Verfahren ergibt sich als Naherungswert fir das Volumen ca. 775,3 cms.
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Bildnachweis
Abb.1 und Abb. 8 sind mit KI generiert.
Abb. 5: https://www.weingut-zaiss.de/web/image/product.image/l11l/image 1024/

(zuletzt eingesehen am 10.03.2026)
Alle weiteren Abbildungen sind vom Autor erstellt.
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