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6.3 Recherche des solutions du systeme avec conditions initiales

Il est naturellement facile de déterminer les valeurs des constantes si on ajoute une condition initiale.
Cherchons par exemple la solution correspondant a x(0) =1, y(0) = -1, z(0) = 0.

On commence par extraire les différentes expressions de la matrice.

mm SR > *Non enregistré <

X =s[ X 1]

k3 ed Likg ef-t-=
4

V. =s[ 2, 1]

[«

M -
k3 et Lok efers>
4

z. =s|:3, 1:|

k3 e4

2
{-k1-k2) ef-=
4

Loflf <

B

~

3/9

9

Puis on résout le systéme d’équations obtenu & partir des conditions initiales :

mm el >  *Non enregistré <

Z: —s[«, 1]

A—_;'.

L k1k2) f-=

{[x=1

Llz=0

w |m

solve’ =1, {k]k;‘kj’}hr 0

and k2=— and k3=—

A

On peut ensuite calculer 1’expression des solutions en tenant compte des conditions obtenues sur k1,

k2, k3 :

s | Ans

Cela termine la résolution “manuelle” de notre systéme d’équations.
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7.

Programme de résolution symbolique
d’un systéme d’équations différentielles linéaires

7.1 Description de la méthode utilisée

Pour résoudre facilement les systemes différentiels plus complexes, nous allons utiliser un programme
permettant d’obtenir directement 1’expression des solutions. Ce programme fait partie de la
bibliotheque linalgcas (disponible avec le chapitre 9 ou le chapitre 15).

La résolution sera possible chaque fois que I’on pourra déterminer sous forme symbolique les racines
du polyndéme caractéristique. Il se limite aux systémes ayant au plus 4 équations.

On se propose ici de résoudre le systeme différentiel X' = A-X + B,

1.

On commence par résoudre le systtme homogéne X’'= A-X. Une méthode facile & mettre en
ceuvre sur la calculatrice consiste a utiliser 1’expression générale de ce systéme :
X(t)=exp(t-A)-V.
— La matrice W(t)=exp(tA) est la matrice wronskienne associée a la base de solutions définies
par les colonnes de cette matrice.
Le programme expmat, décrit dans le chapitre 9 sur le calcul matriciel avancé nous permet de la
déterminer.

kg
— Levecteur V =| k, | est un vecteur constant arbitraire.

Ce vecteur devra étre construit par notre programme de résolution.

Ensuite, pour résoudre 1’équation homogéne X' = A- X + B, on utilise la “méthode de variation de

la constante”.

Comme nous I’avons vu lors de la résolution “manuelle”, si on pose X =W -Y, alors X est solution

si et seulement si W-Y’ = B, ou encore Y’ =W ™. B.

Pour obtenir X, il suffit donc de faire le produit de W par une primitive de W.B,ce qui s'obtient

en écrivant : W*[(WA(-1)*B,t).

Ici nous n’avons pas incorporé les constantes d’intégration lors du calcul de 1’intégrale.

On obtient donc une solution particuliere S, qui devra étre ajoutée a la solution générale de
Ky

I’équation homogene, c’est a direda X =W -V, avec W(t)=exp(tA) et V =k, |.

Chercher les valeurs des constantes kqi,ko,... a utiliser pour définir la solution correspondant a une
solution particuliére telle que X(tg)=Xp, revient a déterminer le vecteur colonne V tel que
S(t)+W(t)-V = X(t). Cette égalité devant étre en particulier vérifiée pour t=ty, on obtient
-1
V =W(to) (X0 —S(to)).
. -1
puis X(t) =W(t)-V +S(t) (=W(t)-W(to) - (Xo — S(to)) + S(1)).

N.B. Nous n’avons pas utilisé ici I’ensemble des résultats disponibles sur le lien entre la résolution
des équations différentielles et le calcul d’exponentielles de matrices.
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On aici W(t) =exp(tA), W(to)_l =exp(ty A)_1 =exp(—to A),
et W(t)-W(ty) " = exp((t—to)A).
On retrouve I’expression X(t)=exp((t—tg)A)-(Xo —S(to))+ S(t).

7.2 Exemple d’utilisation avec une matrice diagonalisable dans R

Reprenons le systeme précédent :
X' =2X+y+z+t
y' =x+2y+z-t
'=x+y+2z+1
avec les mémes conditions initiales : x(0)=1, y(0)=-1, z(0) =0.

Pour traiter cet exemple, on lance le programme desysinitcond, présent dans la bibliothéque de
programmes linalgcas :

linalgcas\desysinitcond([2,1,1;1,2,1;1,1,2],[t;-t;1],0,[1;-1;0])

(On aurait aussi pu utiliser le modele 2D adapté a la saisie des matrices)
Si I’on effectue ce calcul aprés avoir défini les variables a et b, on peut aussi écrire :

linalgcas\desysinitcond(a,b,0,[1;-1;0])

On obtient alors automatiquement I’affichage de la suite de tous les calculs effectués. Sur la
calculatrice, il est possible de se déplacer dans cette suite de calculs en utilisant [ctn][3] et [etr1](9].

e FEcran1 & 2. Appel du programme et affichage des valeurs propres.
e Ecran 3. Affichage de la matrice wronskienne (base de solutions de 1’équation homogene).

*Non enregistré < | . 4 K [6 Il > *Non enregistré <> mﬂ

211 21 1| @& \ \ A
M Valeur(s) propre(s) : M
@=1 21 121 Gk !
112 112 f1=1
_[ t 9.2:4:
b= K Cette matrice est diagonalisable
L1 1 100 b
f 1]l 8d=19 1 0
hnalgtas\desysuutcond'a,b,o, -1 | I 00 4
| 0J v [1 o 1] v
4/99 15

Matrice wronskienne (6w)

el 0 e%!
Bw= 0 ef et
t 4t
e’ -e e
__________ u
Solutions de X'=A"X (8sh) ~
15
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m‘m RN » *Nonenregistré < mﬂ
__________ A
Solutions de X'=A"X (8sh)

c6- et lica o
Osh=| ¢ e% tics. of
c6-e¥ Lif-ca-c5) ef
Solutions de X'=A'X + B (ese)[ ~
15

e Ecran 6. Vérification.

» *Non enregistré <

6 e* Lil-ca-c5) ef-

w | w

!

N

15

Ecran 4. Forme générale des solutions de 1’équation homogéne.
Ecran 5. Forme générale des solutions de 1’équation compléte.

» *Non enregistré <

Solutions de X'=A'X + B (Bse)
X=WY,WY'=B

2

c6 et lica el -2

; 5
0se=| ¢6 ed lics elst+— |
5 4
. 3 ]
14 {-cq-c5)- el——] U
.................................................. 4] &
15

Ecran 7. Solution en tenant compte des conditions initiales.

4t !
. 7¢ 5
osol=| ™" 7" S
12 3 4
&t 2oal a
L
12 3 4

T’ermmel ~

15

A partir de ’application Calculs, il est possible de rappeler la matrice 6sol qui correspond a la
derniere matrice affichée. On peut aussi demander I’affichage d’une ligne particuli¢re de cette

matrice. 1l est également possible de récupérer les différents éléments de cette matrice, par exemple
pour les mémoriser dans une variable.

Im‘m RN » *Non enregistré

= {3

Terminé
gsol 3] et oot 3
g e
12 3 4
Nl
6/99

Voici a présent la résolution du méme systéme, mais avec les conditions initiales x(0)=1, y(0)=1,

z2(0)=1:
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{12 3 4}

- 13-e¥ 2.¢f 3

| 1 ‘\| —_— )
linalgcas\desysnewcond(O, 1 ‘ I L 12 3 4 | I
1 ‘\‘ ’E ’E
6/99 7/99

7.3 Exemple d’utilisation avec une matrice diagonalisable dans C

X'=X+y x(0)=-2
Yy =—X+2y+z y(0
'=X+1 (0

e Ecran 1. Appel du programme.
e FEcran 2. Affichage de la matrice wronskienne (base de solutions de 1’équation homogeéne).

» *Non enregistré <

T : 3 A
11 1 o]fo -2l Matrice wronskienne (6w) M
linalgecas\desysinitcond|| .1 o 1}|0|9| 2 5
2 2 A
w1 0 1[0 4 . . -
Valeur® © el cosle)+el sinle) 7 el cosle)-e’ sinle)-
aleur(s) propre(s) ! § 4 ¢ . P
B -el. sin'lr,|+et~ cosle) ¢ -ef. sinl,t)—et‘ coslt)
=144 ( ] £ ()
el sinlf)-e’ cosle) ¢ el sinle)+el cosle):
62=1-7¢
83=2 »
—_— o w < Solutions de X'=A"X (8sh) &
18 110

e Ecrans 3 & 4. Forme générale des solutions, et solution vérifiant la condition initiale.

Solutions de X'=A'X + B (Bse) x
X=WY,WY =B Solution X / X(0)=

Bse=

[ I

w
o
3

o . o . 2t ‘R PR
c18 e2 {+(c16+c17) e cosli)+{c16-c17) ~5- e’ coslt)-e’ sinly]

i ; b : Bsol= 2.t it W £ f)

c18 e2 ‘+{-c16-c17) ' sinlf+{c16-c17) 3-e“ !-e’ cosle)+5- e sinld)

. : \ i A=l H F Y

c18 % “+lc16+c17) e’ sinld)+lc17-c16)- m 3-e“ f+e’ cosle)-5- e’ sinly)
—————————— i Terminé g
1710 110
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7.4 Exemple d’utilisation avec une matrice non diagonalisable

X'=x+2y+3z

y'=y+2z

7'=3z
Pour traiter cet exemple, dans lequel il n’y a pas de condition initiale, on lance le programme
desystem, également présent dans la bibliotheque de programmes linalgcas :

e Ecrans 1 & 2. Appel du programme et affichage de la matrice wronskienne.

{ﬂm m‘m RN > *Non enregistré < {ﬁm
_ fl1 2 3(]ofl = Matrice wronskienne (6w) =
linalgcas\desystem 01 2} OJ _ =
lo 0 2 o,l el 2ref €1
3t
Valeur(s) propre(s) : : 2e
prop gw=| 0 e -
f1=1 -
Q.
02=3 0 0 2e” !
M ~ 8n+8d L R A H
Ad diaaonale et Bn nilnotente [ N
111 111
e Ecrans 3 & 4. Solution obtenue et vérification.
f6.1 » *Non enregistré <= mﬂ d *Non enregistré <
Solutions de X'=A-X (8sh) =
[ 3 2.7 el
c21-e” “+(2-¢c20 t+c19) e
2 c21 e>'! .
= —+¢c20 ¢
Bsh 5 0
2e20e*t | || | TTUUTUTUTCC
5 ] E Terminé
""""" v v
111 11/99

8. Utilisation d’une transformée de Laplace

Dans les classes ou cette méthode est au programme, on pourra également utiliser les fonctions
laplace et ilaplace, ou encore directement les fonctions solved et simultd contenues dans la

bibliothéque de programmes specfunc.

Ces deux dernieres fonctions permettent de résoudre des équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur a 2, ou des systémes d’équations différentielles.
Cette bibliothéque de programmes est disponible avec le chapitre 15.
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Im‘m [l > *Non enregistré — Im‘m [l > *Non enregistré — ] < |
- = .

= [ _ '. Al
» q:=d_|i ) +1=e7 (xlf)l+1=e7t specfunc\solved\eq, {.\’[_r_),O, 1,1 }J
2 ! 7" d
dx” dx” o ol B m
: o ; del=———+t241
specfunc \so[l'ed(eq, {1’(' 0,1,1 },' s t 6
2
,\{1]=-—1—I— +#241 e -2 e -2
of 6 me:= g 2 el 2
Ze 4 Ze 4
S | ~
2/99 3/99

Im‘m [l > *Non enregistré < ol x|
ol £ £ 3K
—lzle) l=xlg)+zle)
dt

specfunc \szmultd[syst,mc]

d oy [ f ] i t ;Y t i ' r'z
;{'-.-\11,1.l=-\’l.f]+}"l.f.3 xit)=-5- e’ coslt]-e’" sinle)}+3 [e |
P2
IR S % ‘1 "‘-__ [. ..H . [“."‘ . r-
syst = L (3 )=ocl)+2 o) +2le) Ad)=-e’- cosldvs- - sinlehea- le”)
dt o = o % P42
T At)=e’- cosl)-5- e’ sinle)+3- o)
—{zle) ) =) +2le)
dt | v v
3/99 5/99

Vous pouvez par exemple vous reporter a la page http://iwww.seg.etsmtl.ca/ti/laplace.html pour des
informations complémentaires sur 1’utilisation de la Transformation de Laplace pour la résolution
d’équations différentielles.

9. Etude graphique d’une équation différentielle

9.1 Tracé d’un champ de tangentes et de courbes intégrales

Lorsqu’une résolution formelle n’est pas possible, il reste possible d’utiliser une méthode de
résolution approchée permettant de construire la solution.

Les dernieres versions de TI-Nspire CAS disposent d’un outil intégré permettant d’obtenir
directement ce type de représentation graphique.

Prenons comme exemple I’équation différentielle y'=|y — x| que desolve ne sait pas résoudre.

En mode graphique Equation différentielle, on entre 1’équation, le champ des tangentes se trace.

*Classeur
L, B =] ly2 x| | . L By "t lya =l |
xeylor s )R = xeylor L) A =
] o f Nr — o~ S S Ajouter une conditio_n ini.tiale._.-"_

On peut ensuite indiquer des conditions initiales pour tracer des courbes intégrales.
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y1 ot =f s =]
d1:

(Xoy10): (O L0 1B

i_a

Modifier les paramétres...

2

{Equation différentielle

Début de tracé ;| -10

Fin du tracé : l 10

Pas de tracé :| 0.01

|| Champ Résolution :| 14

Champ de direction a x=

r |0

™

|£‘ lAnnule |

{Equation différentielle

Méthode de Résoll Runge-Kutta |

B3

Tolérance d’erreur : l 0.001

)

champ|Pente [ ]

Axes | Par défaut
Xe—| x ‘

I Ve—| \»

(x ety) } a

A
[ ] 2 Ay - —
[ SN == F
A R A A Y A
AR L R /S
Y A Y A s 7/ WA A A "
Yy ) ) S i1 ) ) ]
/////—/70/////
/S /*//}.1_2/ /o fl / f"
S =]
o 2 A R R R

On peut ajouter une quatrieme courbe intégrale et déplacer le point qui correspond aux conditions
initiales afin d’obtenir une autre solution (il suffit de saisir le point et de le déplacer a I’aide du

TouchPad).

£ - = — 'J_I’ ‘!/l

.-"- / - - -

i

P
~ — ~7y1 condition initiale 4 @

/
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9.2 Runge-Kutta vs Euler

Sur I’exemple précédent, on a vu que parmi les réglages possibles, on pouvait choisir la méthode de
résolution. Deux choix possible : Runge-Kutta et Euler, la premiere donnant des résultats plus précis
mais avec des temps de calculs plus longs.

Voici sur un exemple simple dont on connait la solution de facon formelle la comparaison des deux
méthodes. On commence par tracer la solution exacte du probleme de Cauchy.

1.2 |3 *Euler_Kutta

x 2 f1(x)=i
2

| - -2

<]
-
]
£
|
]

1 Fonction

2 relation

3 Modéles d'équation  » fl(x)=i !
4 Paramétrique 2 |
5
5]
7

Polaire fication graphique  » |
Muage de points z dans l'historigue... 0.1
Suite » |

8 Equation différentielle » 2

On trace ensuite la solution approchée avec la méthode d’Euler...
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Equation différentielle : . *Euler_Kutta

Méthode de Résol : - I !
Euler - | ,,
Tolérance d'erreur | vi_1 7 /
Runge-Kutta | | A A AV A AW p

L [ || P A A e
Champ : | P fllzx)=i
FPente | 14 | | | e _ x2 .
Axes: - 0| T, i C— 5

9.3 Systeme d’équations du premier ordre

Il s’agit du systéme proie-prédateur de Volterra :

Y1/ ==Yy, + O'lylyZ
/
Y, = 3y2 —Y1Y,

On entre les deux équations comme ci-dessous, puis les conditions initiales : ici (0,2), (0,4), (0,6) pour
la premiére et (0,5), (0,10), (0,12) pour la seconde.

*oltera *oltera
" M '=|-y1+0.l-y1-y2| | 2 V y2 -=|3-y2—y1-y2| |
T oeyle: (0,2 )@ = T oxey20: (0,5 )@ =
P
F)
f
| 1
Vit e« oA
‘2\ ~~

Equation différentielle

4 Methode de Resol| Runge-Kutta |~
Tolérance d'erreur : I 0.001 j
champ irection [ ]
Axesl Personnalisé J

x(y1 L7}
vl 71

W
|E| lAnnuler|

9.4 Equation d’ordre deux
Pour représenter la solution d’une équation d’ordre deux, on passe par un systéme.

y” +a(x).y’ +b(x).y =c(x) équivauten posant y=1y, a:
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yl/ =Y,
y, =—a(x).y, —b(x).y, +c(x)

Prenons comme exemple le probléme de Cauchy suivant :

y'+ y -1y +y=0
y(0) =1, y'(0)=1

La fonction desolve ne nous apporte rien comme 1’indique 1’écran ci-dessous.

&l 1.1 *Classeur

ode:=y"+(y2—1)'y'+y=0 P"+(J/2-1)'J"+}’=0
deSolve(ode and y(0)=1 and }"(0)=1,ny)

V"=-((y2—1)- y'+y) and 1/(0)=1 and (0)=1

Nous allons procéder au tracé d’une valeur approchée de la solution du probléme. On saisi les
équations comme pour un systéme.

*Classeur

m 1.2 I3 *Classeur

1: 1 '=|y2| | o y2 - (l—yiz)-y2—y1
(xayle: (O ,1 )& — ' (Xey20: (0 D o =
): x
2.5 1 25 -2.5 1 2.5
-1.67 -1.67

On prendra soin de ne sélectionner que la premiere équation et de procéder aux réglages suivants :

Equation différentielle . *Classeur
Methode de Résol| Runge-Kutta |~ 1.67 Y
Tolérance d'erreur : | 0.001 1

Axesl Par défaut (x et y) j
x—[x [
' y—y I8 S

|£| Annuler|

I
i

2.5

K

-1.67
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Exercices

Utilisation de la méthode de variation des constantes

Résoudre I'équation différentielle (1+ xz)y” +Xy' =y =XV X% +1.

On recherchera une solution particuliére simple de I'équation homogeéne, et on utilisera la méthode de
variation des constantes.

Changement de fonction inconnue

Résoudre I'équation différentielle x2y" +4xy’ + (2 - xz)y =1 en effectuant le changement de fonction

inconnue u = xzy. On cherchera s'il existe des solutions définies sur R.
Vérifier la solution obtenue en résolvant directement I'équation sur la T1-Nspire CAS.

Solutions des exercices

Utilisation de la méthode de variation des constantes

On peut facilement vérifier que y(x) = x est solution.
Sur R: ou R” , on peut donc poser y(x) = x-z(x) pour se ramener & une équation différentielle en z’
et z”. On peut laisser ce travail a la TI-Nspire CAS.

On obtient ainsi I'équation x(x2+1)z”+(3x2+2)z’:0. La résolution de cette équation ne pose
aucun probleme car I'on peut se ramener & une équation d'ordre 1.

*Non enregistré < 4 ’ > *Non enregistré <
i " a2y disny g A ‘i[yl'x”‘.x2+1.l+i(.y|'x])~x—y|'r)=x~ Jx2+1 A
eq:=l1+x2,|- —':y()(":‘ﬂc —(ﬂ:xJJ—){xe- » gV ' Cdx v
dx2 dx - —
) | o) =x 2lx) Terminé
_«:nfz]if.n ¢ )
—x) ) Ix=+ 1)+ lytx_!_l-x—yllx)=x- Jx +1 eq
2 dx | N
d_g':z':x))'x 'Zx2+1:|+i':z(xj)' (3'x2+2)=r’
dx* dx
= | v
mn 3/99
‘ll > *Non enregistré <>
£q Al

2 { i oy of |
R |‘x2+1,|+dif:z(xn‘ 3 x2+2)mx»

2
dx* x

deSolve[::c (x2+ 1)‘ z"+|:3- x
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En conclusion, sur R* ou R”,, on obtient y(x)=Ax+ Bvx2 +1, et il est évident qu'il est possible
d'obtenir une solution définie sur R .

Pour résoudre 1'équation avec second membre, on peut appliquer la méthode de “variation des
constantes”. On cherche y(x) sous la forme y(x)=a(x)u(x)+b(x)v(x), avec ici u(x)=x et

v(x)=\/x2 +1.
a’(x)u(x)+b’(x)v(x)=0

On a alors xvx2 41 X

a’(x)u’'(x)+b'(x)v'(x) = 21 :\/ 2 1
X% +

' 0
Si on pose W(x) =[u(x) V(X)}, on obtient [a (X)} =w(x) T X

u'(x) v'(x b'(x
() V() x) =
Tous les calculs se font tres simplement sur une TI-Nspire CAS :
*Non enregistré < {ﬂﬂ | *Non enregistré < {ﬂﬂ
z=C2— Al A R A
x < 5 ulx) Vix! Terminé
3 wix/):= C C
ulx):=x Terminé o il"ul:x),\ if‘ vix))
dx dx
o 2 Terminé
Wx)={x“+1 wlx) =
= = e X Yx“+1
o ulx) Yix) Terminé -
wix):= : p— 2
e ALEE AL L T
dx d X~ +1
| v v
7/99 8/99

*Non enregistré <

x 9 9l 3
1 x-Jx‘+1 dx =
,,2 o |5 22
X7+l | N e tx‘+ﬂ
g a 0 % ,_\-3+1 3
{wlx)) X 5 x3
y) x* :
b Gk i ! 3
™ Nl
9/99 10/99
2 3/2
(x +1) 3

D'ou a(x) =

y(x)=§\/x2 +1+Clx+C2\/x2 1.

+Cyetb(x)= —X?+ C,, ce qui conduit a

Changement de fonction inconnue

Pour résoudre cette équation en utilisant la méthode indiquée (TI-Nspire CAS permet en fait d'obtenir
directement I'expression des solutions 1), on peut la stocker sous forme symbolique dans une variable.

On peut ensuite définir la fonction y en utilisant I'indication du texte, puis demander I'affichage de
I'6quation (calcul valable sur R”, ou R").
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‘ 2.1 44 *Non enregistré < *Non enregistré < {Wﬂ
— — - =
= e o Fi i T 2k “ ,7Llf4l,\‘_”'x“+4- \)-".,.\',',".\'+)-{.r,|'|t2—.\",|=1 e
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On obtient ainsi y(x) = ———5——.
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Il est facile d'obtenir un développement asymptotique de cette fonction en 0, et d'en déduire les
conditions nécessaires et suffisantes de I'existence d'un prolongement par continuité en 0.
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On obtient ainsi y(x) = = , prolongée en 0 par ==.
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Cette fonction est en fait de classe C™, car développable en série entiére.
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En effet, pour x=0, y(x)="=0"r = =% => = > ———— et cette égalité
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reste vraie en 0.

On peut enfin vérifier que I'équation différentielle est bien vérifiée en 0, ce qui montre que l'on a
obtenu une solution de cette équation définie sur R .
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