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Equations
différentielles

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser plus particulierement aux possibilités offertes par la
TI-Nspire CAS pour la résolution d'équations différentielles linéaires, puis pour la résolution de
systemes différentiels linéaires.
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2 TI-Nspire CAS en prépa

1. Résolution pas a pas d’une équation différentielle
Nous allons étudier ici I’équation différentielle y” +y’ — 2y = cos(3x).

Comme nous le verrons dans la suite, la TI-Nspire CAS sait résoudre directement cette équation, mais
dans certains cas, le but d’un exercice est précisément de s’assurer que I’on a bien assimilé les
méthodes a utiliser.

Pourquoi ne pas le faire ici, tout en laissant le soin a la calculatrice de faire pour nous les calculs un
peu fastidieux ?

1.1 Résolution de I’équation homogéne

On doit tout d’abord rechercher les solutions de 1’équation homogéne, et pour cela résoudre I’équation
caractéristique X2 +x-2=0:

‘H“‘\‘]:AC' 2l 1.1 |> *Non enregistré <> Lafl] < |
Lis2; W 1. Résoudre a B
v=BAIg2: Factoriser solvelzx‘+x—2=0,.\',\.| x="2orx=1r
fe14: An|3: Développer |
m 5: pr( 4: Zél’OS
T 6: St45: Complétez le carré
24 7: m46: Résolution numérique
$¢8: Fol/: Résoudre un systéme d'équations P
[f3] 9: Fog8: Outils Polynémes »
9: Outils Fraction »
A: Convertir une expression » ™
v 1/99
Nous savons que les solutions sont alors du type z(x) = Ae* + Be2X. Vérifions-le :
1.1 3 *Non enregistré < {WN 1.1 |> *Non enregistré < {WN
SOIVQ(X2+.Y—2=0,.\':| x="2orx=1 | solvelzx2+x—2=0,.\j\.| x="2orx=1
Ax)=a- eX+p- e 2 X Terminé Axl=q- eX+b- e 2 X Terminé
r 0 Ly 0 |l 2,0 8 2 o IR 5% 0
5| o |[Jolvo| e |Rdt & {Eia d—l'\z(.\‘J,.Hi{,z{x,":l—z-z{x,'l
B EIEEEIRE PY oo k™
0] o 2 | |
™ ™
| 2/99 3/99
1.2 Solution particuliére
Il reste a trouver une solution particuliére de 1’équation compléte y” + Yy’ — 2y = c0s(3x).
D’aprés le cours, nous savons que l’on peut chercher cette solution sous la forme
f(x) =acos(3x) + bsin(3x).
(C’est vrai car 3 n’est pas solution de 1’équation X2 +x—2= 0).
) , L . 3b-11la=1
On peut calculer la valeur de f"(x)+2f’(x)—2f (x), puis résoudre le systeme 3110 - o U

I’on obtient en identifiant I’expression obtenue lors du calcul f”(x)+2f'(x)—2f (x) avec cos(3x).
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Equations différentielles 3

*Non enregistré *Non enregistré <~ el <
A
—|Z|YJI+—[Z[Y|1 2 Zlx) lﬁ,\ 1)- 2-Ax)
d,\‘“ d‘
— e — {3-5-11-a) cosi2 {-3.g- J-sinf3
r{,_\-:l:=a~cosr.3‘.\',1+b‘sin'l.’r.\‘_.i Terminé b-11-a! cos\3 \)+ -a@-11-b) sinl3 \')
aolvel{ b-1la=1 ¢, })
I_ﬁ H+—lﬁ\|' 7]1\" g
dx> -11
(3-b-11 @) cosl3- x)+l-3- a=11- b} sinl3- x) 130
[ v v
5/99 6/99

Il suffit ensuite de demander la valeur de f (x)en tenant compte du dernier résultat :

*Non enregistré <

™
7/99

On peut ensuite construire la solution en ajoutant ce résultat a 1’expression de la solution générale de
I’équation homogene, présente un peu plus haut dans I’historique des calculs, et utiliser cette somme
pour définir une fonction s :

*Non enregistré <> ol < |
130 130 xS 3
r4\‘,'||a= and b=
-11 3 130 130
Axlla=— and b= By "
120 120 3-sinl3-x] 11 cos(3-x]
3-sin{3-x) 11 cos(3-x) 130 130
120 130 , 3-sinf3-x] 11 cos{3: \,'i
- slx)= -
six):= v 130 130 l v
177 7/99
*Non enregistré <> Eofll x|
G 3 A 130 130 A
a= and b= — —
130 130 -y 3-sinl3x) 11 cos(3-x) '
slx):= - +zlx)
e b 3 130 130
ﬂ\,l||a=— and b= o
130 130 Terminé
3-sin{3'x) 11 cos(3-x] slx)
30 30 -11-cos{3-x] 3-sinf3- —_— ’
- 1 2 1 11 cosl, \,]+ sin(3- x) P L WP
. 3-sinl2x) 11-coslz'x) . 130 130
slx)= - +zlx]
130 120 ~ | ~
7/99 9/99
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4 TI-Nspire CAS en prépa

1.3 Solution avec conditions initiales

On peut maintenant déterminer a et b si on impose des conditions initiales.

Supposons que 1’on cherche par exemple a avoir s(0) =1 et s’(0)=0. Il suffit de résoudre le systéeme
que I’on obtient avec ces deux conditions :

o] < | ) 11 |) *Non enregistré < ofl] |
i I . i x w
-ll'cosl.}.\'J+3~sm|.3‘.\‘J Tl BB
Termine 130 130
s(xj' f sf.:_\':|=1 )
-11-cos{3'x) 3-sin{3 x] iy " solvel{ d ¢ « 1 =0 abl‘
11- cosl A\_]+ M3 X Ly 072X, oX —|:$L.Y,Jj=0 b { D)
130 120 x !
——— : 7 5
[[slx)=1 \ a=— and b=—
solve[{ d ¢ -=o,‘ 10 13
olve 1 L (glx])=0
| ldx | & &
9/99 10/99

On peut ensuite demander I’expression de s(x) en tenant compte de ces valeurs de a et b.

Il est également possible d’utiliser ces deux valeurs pour définir une fonction (écran de droite) :

10 3 R 7 5 Terminée
Wx):=slx)la=— and b=—"
. 7 g 10 13
s[.\‘,'|a=— and b=— —
10 3 Yx)

. . " . syt " o Y 3 -2x x
-11-cosl3-x) 3-sin(3-x) 5 e %X 7 " -11-cosi3-x) 3-sin(3-x) 5% F 7 "
+ + + + + +
13 13

120 120 10 I 130 120 10 I
| v | v
11/99 13/99

2. Résolution directe d’une équation différentielle

2.1 Solution générale

Reprenons 1’exemple précédent y” + Yy’ —2y = cos(3x). Cette fois nous voulons obtenir directement
I’expression de la solution générale. 11 suffit d’utiliser la fonction deSolve, on peut utiliser 1’aide a la
saisie proposée (écran de droite) ou taper directement quand on connait la syntaxe :

deSolve(y''+y'-2y=cos(3x),x,y)

4 1 Actions Résolution d’équation différentielle
5 2 Nombre - . -
- 3 Algébre 6 Produit Equation: |y"+y'—2y=cos(3x) |
a4 4 Analyse 7 Minimum d'une fonction Exemple: y' = 2y
% 5 Probabilités 8 Maximum d'une fonction Var. indépendante: | x |
X 6 Statistiques 9 Tangente \ar. dépendante: |y |
kd 7 Matrice & ve” MNormale Condition:
. i . ondition: | |
¢ 8 Fonctions fir B Longueur d'arc -
£8 9 Fonctions & C Série(s) 4 Condition: | |
Résolution d'équa. diff.... Exemple: yi0) = 1 -
E Différentiation implicite
F Caleul numérique v Annuler
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Equations différentielles 5

*Claszeur

deSolve(y"+y'—2- y=cos(3- x),):y)

J=cl- e_g'x+c.2' e 11 cos(?r x) . S sin(3-
120 120

-2 x

X 11- cos(S-x) . 3. sin(?s- x)
120 120

y=cI-e +c2- @

= Pour entrer la dérivée seconde, on utilise deux fois le signe * (touche [21>] ou [ctri] 8°).

® Dans ['expression des solutions, les deux constantes arbitraires sont désignees par cl et c2. Si
vous effectuez une seconde résolution vous obtiendrez c3 et ¢4, et ainsi de suite....

La lettre ¢ en italique qui est utilisée pour noter ces constantes est accessible dans la table des

caracteres. Pour remplacer les constantes par des lettres spécifiques, par exemple a et b, il suffit par

exemple d’entrer une instruction du type : ...| ¢1 = ... and c2 = ...

*Classeur J > . *Classeur
deSolve(y"+y'—2-y=cos(3- x),xy) deSolve(y"+y'—2- y=cos(3- x),xy)

Yrt. X g A 11- cos(l’r x) . 3r- sin(3A-' y=cl- e_g'x+c2' e 11- cos(?rx) : G sin(3-'
= F e x g E e T T 130 130
Sld |l e@# %% & |
. o Ans|c/=-2and €2=1

i P | AEURAEED AN
IRESRAR2 ol F x| 2|1
13 | Py naAa g Q ABSS

@ Attention a bien utiliser le caractere spécial ¢ disponible dans la table des caracteres ([etn]=5°), et
non le ¢ obtenu avec la touche alphabétique.

2.2 Recherche directe d’une solution vérifiant des conditions initiales

Pour déterminer directement les solutions de cette équation différentielle avec conditions initiales, il
suffit de les inclure lorsque 1I’on entre 1’équation, soit dans le tableau de saisie (écran de gauche), soit
en saisissant directement :

deSolve(y''+y'-2y=cos(3x) and y(0)=1 and y'(0)=0,x,y)

Résolution d'équation différentielle . *Classeur

Equation: [y +y'-2%y=cos@*)
Exemple: y' = 2y

deSolve(y"+y'—2- y=cos(3- x) and _y(CI)=1 and ¥

-11-cos{3-x) 2-sin(3-x) 5-e %X 7
p= | + +—

\ar. indépendante: |x

| 130 130 12
Var. dépendante: |y |
Condition: [y(0)=1 | Alcos{3x) 3-sinf3-x) 56T 7 ex|
Condition: |y'0)=0 | 130 130 13 10 |

Exemple: wi0) = 1 -
Annuter

C'est bien I’expression de la solution obtenue lors de la méthode de résolution pas a pas.
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6 TI-Nspire CAS en prépa

3. Résolution d’un systéme triangulaire par substitutions

La fonction deSolve permet aussi de résoudre les systemes différentiels triangulaires :
X'=x+2y+3z

Voici par exemple la résolution du systéme Jy’ =y +2z
7'=3z

‘m FRE > *Non enregistré <

Al
el:=x'=x+2'y+3-z x'=x+2'y+3:'z
2 =1'=p+2" S=p+2
e2=y'=p+2-z Y=y+2 z es Yy+2:Z y=y+2-z
e3=z'=3z z'=3"z
e3=z'=3-z z'=3-z -
| :
| deSolve[ej‘,Lz, e t
I3 a ¢ B
deSolvele2,¢yllz=c1- e~ t
C o
y=cl e~ lic2 ef
™ ™
3/99 5/99

‘m FRE > *Non enregistré <
7

e2=y'=y+2-z y'=y+2'z
e3=z'=31z z'=3z
deSolvele3,t,z) sugies L _ _ o ——
_ _ = deSolve[e],r,lez=c1-e" and y=cI-e” “+c.
deSolvele2¢y)lz=c1- e’ ! 7. ¢ !
ik , el (s er e? 142:(2 ¢2 t+e3))
y=cl- e '+c2- ef X >
Goolel ¢ lbres: o2 Eand veet. o3 Lrea. ri
lvelel,zx)lz=c1 e and y=cI- e~ "+c2-e'| n v
5/99 6/99

4. Etude du raccordement des solutions

Nous allons résoudre 1’exercice suivant, posé a I’oral d’entrée dans une école d’ingénieurs :

Résoudre, dans 0, + o[, I’équation différentielle y' In(x) + % -1,

D’apres le cours, nous savons qu’une équation de ce type admet des solutions sur chacun des
intervalles 1, =]0,1[ et I, =]1,+oo[. La TI-Nspire CAS est effectivement capable de nous fournir la

forme générale de ces solutions.

m‘m ERN > *Non enregistré <
i )

m‘m ERN > *Non enregistré <
i )

;. y x+cl = ;Y y x+cl
deSolve ln'..\‘,\‘ V+==1xy y=— deSolve lnl.,\',\~ Y+==1xy y=—"70r
x J Inlx] X J Inlx)
x+cl x+k
y=—o-|cI=k y=—
In X, _.I lnl.'\-!I
|
™ ™
1/99 2/99
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Equations différ

entielles

Sur chaque intervalle 1, les solutions sont du type f(x)=

X+

In(x)

Ak

Il reste maintenant a voir si I’on peut déterminer 4; et A, tels que 1’on puisse raccorder ces solutions.
Il faut pour cela que les limites a droite et & gauche de f en 1 soient finies, et égales, ce qui assura
I’existence d’un prolongement par continuité.

Il restera & vérifier que ce prolongement est bien dérivable en 1.

Pour la suite, il serait utile de définir y comme une fonction de x en utilisant 1’égalité obtenue. Voici
deux facons de le faire, permettant chacune de découvrir quelques méthodes d’utilisation de la
TI-Nspire CAS.

La premiére méthode part de l’utilisation de la fonction right, & laquelle on peut accéder en
sélectionnant Droite dans le menu Extraire du menu Algebre.

1. On colle cette instruction dans la ligne d’édition :

‘UL\ 1: Ac

jons

152 No
\= 31 Alg
fea4: An
@ 5: Prg
X 6: Stg
[87: M4
$¢8: Fo
[E29: Fo

4: Zéros

5: Complétez le carré

6: Résolution numérique

7: Résoudre un systéme d'équations
8: Outils Polynémes

9: Outils Fraction

A: Convertir une expression

|B: Trigonométrie

N_____&m

T FF FTFF T

C:Complexe

|D:Extraire I

'UL\ 1: Ac

jons

N_ ____&im

152 No
x=13: Alg
fe34: An
@ 5: Prq
X 6: St
[87: M4
$¢8: Fo
[f2l9: Fo

4: Zéros

5: Complétez le carré

6: Résolution numérique

7: Résoudre un systéme d'équations
8: Outils Polynémes

9: Outils Fraction

A: Convertir une expression

|B: Trigonométrie

1: Gauche jomplexe
2: Droite xtraire

F T T F FTFT

2. Celle-ci permet de récupérer le terme de droite de 1’égalité, puis de 1’utiliser pour définir notre

fonction :

mjm ERN > *Non enregistré <

i 1 @

£ 3 v I x+¢l
deSolve|lnlx) y'+==1xy ym—
x Inlx/
+cl x+k
y=—~lc1=k Y= =
nlx) Infx)
) Ry x+k
right| y="—- —
| Inlx/| ln(x)

|
™
3/99

Al
x+cl x+k
y=——cI=k y—
Inlx] Inlx)
. [ x+k! x+k
nght| y=—" .
[ Inlx]/ Inlx]
¢ v X+k Terminé
y{x_];: —
Inlx]
l ™
4/99
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8 TI-Nspire CAS en prépa

Dans la seconde méthode, on utilise I’instruction Define, a laquelle on accede en sélectionnant 1 dans
le menu Actions :

1. On insére cette instruction au début de la ligne d’édition :

"I\ 1: Actions
£52: Nombre 2: Rappeler la définition...
x=3: Algébre 3: Supprimer variable Jxvel. Xtk
U y=—7r|cI=k V=
fea 4: Analyse 4: Effacer a-z... Inlx) Inlx)
@ 5: Probabilités |s. istori - ;
ot sl 5: Effacer historique o ik ik
S q 6: Insérer un commentaire nght|}'= s i
(58] 7: Matrice & ve e i Inlx)) Inlx/
$¢€8: Fonctions finge: 5") |othﬁ-que : [y x+k Terminé
[£219: Fonctions & Pregrarm e Nxh=——
ey T I Inlx)
| v Definel &
4/99 4/99

2. Ensuite, on “va chercher” I’égalité définissant y dans I’historique des calculs, et on la recopie dans
la ligne d’édition en appuyant sur :

y= —|cI=k :
x+cl x+k Infx) Inx)
y=—"=lcI= = . :
nix) ln'.x) [ x+k | x+k
z : right]y=— l N
o x+k l x+k | lan], Inlx)
nght| Y= —
i Inlx)) Inx) I x+k Terminé
Nxp= y
79 x+k Terminé In{x)
Px)=——
Inlx] x+k
Define y=—H;
Define v Inlx) W
3/4 4/99

3. Il reste ensuite a insérer (x) dans la ligne d’édition pour compléter I’instruction permettant de
définir y comme une fonction de x :

*Non enregistré <~

. right) y — =
’l, Inlx] | Inlx)
right] y="—— —
I Inlx) Inlx] {3, Xtk Terminé
VXi=—""
. x+k Terminé Inlx]
Wxli=—07
Inlx) ! (4 X+k Terminé
Define yI:xJ= :
W x+k lnf,x)l
Define y(x,| —
Inlx] ™ [ ™
4/99 5/99

A vous de choisir la méthode qui vous convient le mieux...
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Equations différentielles

En raison de la présence d’un paramétre, la calculatrice ne peut pas déterminer les limites de y(x) a

gauche et a droiteen 1 :

m\m ERE » *Non enregistré < ol < | m‘m ERl >  *Non enregistré <
x. WAL COIA ‘ WA A
¢ X+k Terminé i v X+k Terminé
Wxl=—— Define yr.x,!= —
ln(x,l Inlx)
A Terminé i (A)) undef
Define .ytx,]= — lim +\}.x,.,
Inix] Xzl
lim |'}4'rl‘| undef lim f}{x:'l:l undef
+ -—
Xl Xl
' v v
6/99 7/99

Bref, il va falloir réfléchir un peu... la limite du numérateur est égale a 1+ k, celle du dénominateur
est nulle. Ici, c’est immédiat, mais on pourrait utiliser les fonctions getNum et getDenom, présentes

dans le sous-menu Outils Fraction :

1,52: No|1: Résoudre

;: 3: Alg2: Factoriser

fe34: Ani3: Développer

@ 5: Prq4: Zéros

T 6: St45: Complétez le carré
[24]7: M46: Résolution numérique

[£3] 9: Foy8: Outils Polynémes

l A: Convertir une expression
v

$¢8: Fol7: Résoudre un systéme d'équations I

Tx 1: Actians N JiM Im\m kRN > *Non enregistré < o[l <

X = l+ =
lim |:y|:x:'l:l undef
X = l_
lim [:ge-tNuml.,yi:x]:':] e+l
x=l
» lim (getDenom{ly{xj‘} :l 0
" Xl
b l v
9/99

Pour espérer avoir une limite finie, il est donc nécessaire que k =—1.

On peut cette fois reprendre le calcul avec la TI-Nspire CAS :

mm ERN > *Non enregistré <

X1 -
Yol ffe=-1 i1
In(x)
)= : Terminé
lnf,_\':l
lim ({x]) "
x-1
| v
12/99

Il reste @ montrer la dérivabilité.

Etudions par exemple la limite du quotient

y(x)-1
1
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TI-Nspire CAS en prépa

mm RN > *Non enregistré <> {"\N

nix! A

(v x-1
}‘4'.-\.)': ¢
Inlx]

Termine

lim f)'lr\ll
x=1

(=

B 1
Yxl-1
lim l— |
1

x -1} x=1 ]

[

Vi

13/99

Si la TI-Nspire CAS ne se trompe pas, la fonction est bien dérivable et y'(1) = %

Il n’est pas tres difficile de justifier ce résultat. Calculons

mm ERW > *Non enregistré <

yd+h)-1

lim lyl\’:'l
i ],

-

(-1
tim |22
X1

, x-1 j

o |-

A1+n)-1
h

Anlp+1)-n)

A Inlh+1)

On peut alors faire un DL2 du numérateur :

A1+n)-1
h

-nlpr+1)-n)

h ln[}r+ 1_‘.|

taylor{i-[ln(lw 1;\—}12.‘,11, Z:I

h‘2

2

Vi

15/99

Et procéder de méme pour le dénominateur, ou utiliser directement 1’équivalent In(1+ h)~h et donc

hin(1+h)~h?.

Notre quotient est donc équivalent a > ce qui justifie la limite obtenue.

. . x-1 .
En conclusion, la fonction y(x)=-——= est bien

In(x)

I’intervalle ]0,+ oof.

prolongeable en une fonction dérivable sur

= On pourrait en fait montrer que ce prolongement est C”en utilisant un développement en série

entiére de In(1+h).
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Equations différentielles 11

5. Recherche d’une solution DSE

Dans de nombreux cas il n’est pas possible d’obtenir une expression symbolique de la solution d’une
équation différentielle.

L’une des méthodes utilisables dans ce cas est de rechercher un développement en série entiere d’une
solution.

C’est une question classique aux concours d’entrée en école d’ingénieurs.
Considérons par exemple I’équation 4x(1—x)y” +2(1-3x)y’'—y=0.

Nous vous renvoyons a votre cours pour les détails de la résolution.

+00
Un point particuliérement important va consister a remplacer y par Zanx”, dans
n=0

4X(1—x)y" +2(1-3x)y' -y, a dériver terme a terme, ce qui est licite si on se place a ’intérieur du

+00

disque de convergence de la série, et a obtenir un résultat du type anx” que I’on identifiera avec
n=0

le second membre qui est ici égal a 0.

Il est clair que la TI-Nspire CAS ne permet pas de faire tout cela directement. Elle peut cependant
vous aider a éviter quelques erreurs dans vos calculs.

Voici comment procéder.
2

On définit y =x", puis z=4x-(1- x)%+ 2(1—3x)% —y (écran de gauche).

X X
En utilisant la fonction expand avec x comme deuxiéme argument, on peut demander de développer
en regroupant les termes en fonction de x (écran de droite) :

m ERN > *Non enregistré <
y.=x

)

. . d" ;o ; N d PR

o d2 . _ Cdas z=4x (1-x) —j|\_1'J+2-|‘1—3-.\‘)- —_b‘,'—_r
z=4x (1) —7|\71-,]+2- l1-2-x/ —_bfﬂ—)‘ dx* dx
dx= dx n-1 ” y) 1 ¢ “l

X M4 n®+2-n+1)-x=-2-n-{2-n-1))

iy " y s “
%11 l.,‘[,4' n +2- n+ 1,] x-2n |2 n- l,ll.l expandlrz 2

2:n:{2: n-1): .\‘”_l—l.é- n2+2- n+1,|-.\'”

|
™~ ™
/% Le domaine du résultat peut étre plus grand que L. /% Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

On a obtenu 2n(2n—1)x" 1 —(4n2 +2n +1)x”.

+00
Lorsque I’on remplace y par Z a,X" dans le premier membre de 1’équation, on obtient donc
n=0

A= §(2n(2n ~Da,x"? —(4n2 +2n +1)anx”).
n=0

= Le terme en x" ne pose pas de probléme pour n=0, car le coefficient 2n(n—1} est nul pour
cette valeur de n. 1l est donc équivalent de faire la somme des termes 2n(2n—1)x"— & partir de 0

oude 1.

Il ne reste plus qu’a jouer un peu avec les indices :
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+00 +oo
A="2n(2n-1)a,x"t - Z(4n2 +2n +1)aan
n=0 n=0
+00 +o
A=>"2n(2n-1)ax"* - Z(4n2 +2n +1)anx”
n=1 n=0
~+00 ~+00
A=Y 2(n+1)(2(n+1)-1)an,yx" - Y- (4n® +2n+1Jax"
n=0 n=0

Cette série sera égale a la fonction nulle si et seulement si
vn eN 2(n+1)(2(n+1)—1)an,q —(4n2 +2n +1)an =0.
D’ou la condition :

4n° +2n+1 a
2(n+1)2n+1) "

an+1

Ce qui permet donc de montrer que 1’on obtient une série entiére dont le rayon de convergence est
égal a 1, et de calculer a,, a partir de ag = f(0).

6. Résolution des systemes différentiels diagonalisables
assistée par la TI-Nspire CAS

Nous allons étudier ici une méthode de résolution, assistée par la calculatrice, pour les systémes du
type X'=A- X + B lorsque A est diagonalisable.

6.1 Résolution du systeme homogene

Dans les cas des systemes homogeénes associés a une matrice diagonalisable, on obtient une base de

solutions en multipliant les vecteurs propres associés & 4 par e,

Considérons par exemple le systéme suivant :

X' =2x+y+z
y =x+2y+z
' =x+y+22

2 11
La matrice associée a ce systtmeest A=|1 2 1|.
11 2

La matrice A est diagonalisable, ses valeurs propres sont 1 et 4.

Une base de I’espace propre E; est formée par u, =(1,—1,0) et u, =(1,0,—1). Une base de ’espace
propre E, est formée par uz =(1,11).

Tout cela peut se démontrer facilement, en particulier en utilisant les fonctions et programmes de la
bibliothéque linalgcas (disponible avec le chapitre 9 ou le chapitre 15).
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Equations différentielles

13

m RN > *Non enregistré <

m SRl > *Non enregistré <

il

T 5 § t 5 | WEWEE L.
- [~ “ factorl_-.\‘“+6' x“=9- x+4 x-4)- bx-1)°
a1 21 121 o T
11 2 11 2 linalgcas\eigenvectsla, 1) 10
— 01
charPolyla,x/ X246 x2=9- x+4 -1 =1}
¢ ) TR weisip A} ]
factorl_-.\‘ 3 &5 2_ — 4,| fe=d) fic= 1.!_2 linalgcas\eigenvectsia,4) 1
1]
™ &
3/99 5/99

= Voir chapitre 9 pour plus d’information sur ['utilisation de ces fonctions.

On obtient alors une base de solutions du systétme homogéne X’'=A-X en considérant

et et e4t
a(t)=e"-u =|—€' |, b(t)=e"-u,=| 0 ct)=e ug=[e#
0 _et e4t

La matrice wronskienne W est formée des composantes des fonctions a, b etc. Elle vérifie
W' =A-W.

Sur la TI-Nspire CAS, on pourrait par exemple la construire en écrivant :
w:=augment(linalgcas\eigenvects(a,1)e”(t), linalgcas\eigenvects(a,4) e*(4t))

mais on peut également récupérer les deux résultats déja obtenus en les sélectionnant dans 1’historique
des calculs.

» *Non enregistré <

linalgcas\eigenvects\a, 1) 1 0]«
1 T1 o 1 P
1 -1 w:=augment‘ o 1]¢€.1]e€
linalgcas \eigenrects(a,{.‘ 1 il-1 -1 1 |
1 eI 0 84' t
1 :
f‘ ~ 0 e( 94 t
1 0 | :
w.=augment : e[, -e’ -e[ 84 £
s 0 1
-1 -1 J i~ ™
15 6/99

6.2 Résolution d’un systéme “avec second membre”
Considérons a présent le systeme différentiel suivant :
X' =2X+y+z+t
y =x+2y+z-t
' =x+y+2z+1
C'est un systéme du type X' = A-X +B.
Nous avons déja déterminé une base de solutions du systéme homogene X' = A- X.

Pour déterminer les solutions de 1'équation “avec second membre” a partir d'une base de solutions de
I'équation homogeéne, on peut poser X =W-Y.

X est alors solution si et seulementsi X' =W'-Y +W-Y’'=A-X+B.
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En utilisant W' = A-W, et donc W’-Y =A-W-Y = A- X, on voit que X est solution si et seulement si
W.Y’'=B.

Pour résoudre 1’équation W-Y' = B, il suffit d’intégrer le vecteur obtenu en calculant w.B.

Il reste ensuite a multiplier le vecteur obtenu par W pour obtenir 1’expression de X.
& Si on recherche [’expression générale des solutions, il faut ajouter les constantes d’intégration.

Sur TI-Nspire CAS, il est effectivement possible de rechercher une primitive d’une fonction, mais
aussi d’une matrice. 1/ suffit ensuite d’ajouter les constantes d’intégration :

‘m R > *Non enregistré < L] ‘m Sl >  *Non enregistré <

" i = A ™ 2 . i Al
cosle! | q¢ Sm[,(‘." M cosle! | q¢ sm[,(‘.'. M

J Lsinle} -cosls) || sinle) -cosle)

Teosle) de+ k7 sinl':t]+l\j1

J Lsinz) k2 k2-coslt)
& o
1/99 2/99

En utilisant 1’une ou I’autre de ces méthodes, on obtient ainsi facilement 1’expression des solutions :

‘m Sl > *Non enregistré <

X Sl » *Non enregistré <= mn
-~ Al
coslz) de+ K1 [sin(jhk 1 ]
SR ’ 2
J Lsinz) k2 k2-coslt) i3 et taky ef-t==
4
t t c
b= . -t K3 e k2 elusr>
1 1 %
) . 3
( Tl [ K3 e Ll kr-k2) ef-=
S =W ._, |..W 3 b; dz+ k2 L 4
\ =) ™ |
3/99 4/99

Une seule instruction suffit pour vérifier que la solution est bien correcte :

mm 5l » *Non enregistré —

k3 et Lak2 elatr—
4
2
k3 ed Lol -k1-k2) ef-2
4 ]
dg 0]
a s+b—-—I\s)
dt 0
0
5/99
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