Differentialekvationer — nar
man inte kan losa exakt

Hastigheten hos en fallskdrmshoppare som faller kan
modelleras med en differentialekvation som inte ar linjar.
Vi far da ta till en numerisk I6sningsmetod.

| dmnesplanerna i matematik betonas att man ska
fa mojlighet att anvanda digitala verktyg. Ett
exempel som passar for kursen Matematik 5 ar
numeriska losningar av differentialekvationer. Vi
visar har hur enkelt man kan arbeta med de verktyg
som finns hos din grafraknare.

Eulers metod &r ett grafiskt/numeriskt verktyg hos
for att visualisera en approximativ 16sning till
differentialekvationer. Eulers metod motiveras av
idén om "lokal linjaritet" — alltsa att en deriverbar
funktion beter sig som en linjar funktion i sma
intervall. Med denna idé, om du kdnner till vardet
av derivatan av en funktion i en enda punkt, sa kan
du approximera en liten del av dess graf med ett
linjesegment med den efterfragade lutningen i den
punkten. Later det krangligt? Nar du arbetat igenom
ett exempel kommer du att forsta battre.

Om du har en differentialekvation och ett be-
gynnelsevillkor har du den information som behévs
for att approximera en liten del av grafen. Om

(xo, yo) ar begynnelsevillkoret kan man approximera
ett y-varde y1 pa l6sningskurvan som mot-svarar

x1 = X0 + Ax. Nu kan du sedan upprepa denna stra-
tegi genom att behandla (x1, y1) som en ny punkt pa
|6sningskurvan. Man upprepar sedan denna process
om och om igen.

Vi visar har ett exempel dar vi grafiskt, numeriskt
|6ser differentialekvationen

y'=x+y

med begynnelsevillkoret y(0) = 1. Vi vill berdkna
vardet for x = 2. Den exakta |6sningen ar 2e*—x—1
och f(2) = 11,78. Vi borjar med steglangden 0,5.
Har visas en bild fran programmet TI-Nspire-CX.

=]

y=2- e't*_tfl H
|

deSolve[y'=_1'+y and y(0]=1,_1',y]

Men varfor ska man nu l6sa differentialekva-
tioner numeriskt om det gar att gora exakt.
Svaret ar enkelt. De flesta differentialekvationer
som man staller upp for att modellera verkliga
forlopp gar inte att |6sa med exakta metoder.
Darfor ar det viktigt att det finns numeriska
verktyg och att man kan anvanda dem. Eulers
metod har en enkel algoritm som ar latt att
forsta. Det finns andra kraftfullare metoder men
dar ar algoritmerna mer komplicerade.

Sa har ser grafen till den exakta l6sningen ut:
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Vi visar nu har i steg hur metoden fungerar for
ekvationen y'=x+y.

Férsta steget:

| startpunkten (0, 1) valjer vi den riktning som ges
av tangenten till Il6sningskurvan som gar genom
(0, 1). Detta ger att riktningen blir

y'=0+1=1.
Med steglangden 0,5 kan vi da teckna ekvationen
for riktningskoefficienten

y, -1
0,5-0

=1 som ger att y, =1,5.
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Andra steget:
Nu utgar vi fran punkten (0,5, 1,5). Vi far nu

y'=0,5+1,5=2. Vitecknar ekvationen fér

riktningskoefficienten igen

yz_lrs

~—~=———=2 somgeratt y, =2,5.
1-0,5 & %2
Tredje steget:

Nu utgar vi fran punkten (1, 2,5). Vi far nu

y'=01+2,5=3,5. Vitecknar ekvationen for
riktningskoefficienten igen

y13’5—i'15=3,5 som ger att y, =4,25.

Pa samma satt kan vi nu ta ett steg till med steg-
langden 0,5 och da far vi vardet 7,125 for x = 2.
Vi far en kurva sammansatt av strackor — en
polygon. Se figur.
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f

Dia31

H=2 W=F. 125

| statistikeditorn ser det ut sa har:

Lic1=[

Vi behover nog 6ka antalet steg for att fa ett
battre resultat. | stallet for 4 steg sa forsoker vi
nu med 40 steg. Detta vill vi ju inte gora for hand
Man kan da skriva ett enkelt program i TI-Basic till
exempel som numeriskt I6ser D.E. med start-
varden for x och y. x-varden och berdknade y-
varden laggs i listor i rdknarens statistikeditor.

Du kan spara i l6sningskurvan och grafiskt se alla
berdaknade varden. Du kan ha hogst 250 steg och
kurvan plottas som ett linjediagram. Innan du kor
programmet sa matar du in D.E. i funktions-
editorn vid Y1. Sedan avmarkera du ekvationen
genom att placera markoren vid likhetstecknet

och trycker pé [enter].

HORMAL FLYT AUTO a+bi RAD HF n

[IER Diod2 Dind2
ENY 1=K1Y

INY =0

BINY 3=

Har ar nu programmet. Det heter EULER1. Du kan
nu ner det till din rdknare via gratisprogrammet
Tl Connect CE.

Rensalista Ly, L,

Disp "STARTVARDE X":Input X
Disp "STARTVARDE Y":Input Y
Disp "SLUTVARDE X":Input B
Disp "ANTAL STEG":Input N:
(B-X)/N—>H

1->M

While X<B och M<250
X=>L(M):Y=>L(M):X+H->S
Y+HY;>T

SOXT-2Y

M+1->M

End

ZoomStat
Diagl(xyLinje,Ls,L,,®)

Sa har ser inmatningarna ut nér du
berdkningarna borjar.

HORHAL FLYT AUTO o+bi RAD HF n

rramEULER1
STARTYARDE X
Ta

STARTYARDE ¥
71

SLUTYARDE X
T2

ANTAL STEG
740

Efter programkorning ser det ut sa har pa
skdrmen. Vi har sparat i diagrammet och ser att
det berdknade vardet for x=2 blir 11,08. Se
nasta sida.
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H=z w=11.079977
Vi 6kar nu antalet steg till 200.!
Nu far vi ett bra mycket battre vérde.

Finns det andra satt an att skriva ett program
som fungerar for sadana har upprepade
berdkningar? Kalkylprogram passar valdigt bra
pa att gora sadana har upprepade (iterativa)
berdkningar. Vi tar upp detta i aktiviteter som
handlar om rekursiva talféljder.

Nedan ser du berdkningarna i Excel. Start-
vardena har du i A1 och B1. Derivatavardena
finns i kolumn C.
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Dia31
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H=2

Y¥=11.632036

A B C
1 0 1 1
2 O.5| 1.5_| 2
3 1 2.5 3.5
4 1.5 4.25 5.75
5 2 7.125 9.125

Har ser du formlerna som ligger bakom de
berdknade vardena.

Det korrekt ndarmevardemed tre decimaler ar
11,778. Detta ger att felet vid 200 steg blir

11,778 - 11,632=0,146.

Detta kallas for trunkeringsfel. Nu finns en
regel som med formelsprak lyder:

y(sanna vardet)=2-y,, -y,

N star héar for antalet steg. Vi beraknade ju
vardet for 200 steg till 11,632. Om vi nu gor en
berdkning for 100 steg far vi:
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Dia31
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K=z ¥=11.489292

Formeln ovan ger nu

y(2)~2-11,632—11,489=11,775

Ett utomordentligt bra varde!

A B z
110 1 =A1+B1
2 |=A1+0.5 =0.5*C1+B1 =A2+B2
3 |=A240.5 =0.5*C2+B2 =A3+B3
4 |=A3+0.5 =0.5*C3+B3 =A44B4
5 |=A4+0.5 |=0.5%C4+B4 =A5+B5

Sa har ser det ut i programmet TI-Nspire och
dess app Listor och kalkylblad. Samma formler
som i Excel-arket.

| |

a

AX By Cdery D E
1 0 1 1
2 0.5 1.5 2.
3 1. 2.5 3.5
4 1.5 4.25 5.75
5 2. 9.125
6 v

Det finns faktiskt ytterligare ett satt att gora
sadana har berdkningar direkt med raknaren
utan att anvanda ett program. Se nasta sida
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Innan vi borjar med detta tredje satt att numeriskt
|6sa differentialekvationen sa tar vi upp begreppet
rekursion och speciellt rekursiva talféljder. Du har
antagligen redan studerat detta i kurs 5 men har
kommer en kort repetition:

Vi borjar med ett enkelt exempel dar du utfér dina
berdkningar i grundfonstret. Tank dig att nagon har
ett billan pa 100 000 kr som ska avbetalas med

15 000 kr varje ar. Rantan ar 4,2 %.

Da skriver du forst in startbeloppet och trycker pa
[enter]. Sedan skriver man %1.042-15000 och trycker

pa igen. D3 far vi skulden efter ett ar nar vi
amorterat 15 000 kr.

Vi fortsitter att trycka pa och far d& skulden
efter 2 ar, 3 ar osv. Efter 7 ar ar skulden ca 14 000
kr.

MORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HP n

100000

HORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HP n

bbLLl, LABY

T 1 s 5, Svarxl.842-15080
Svar#l.042-15000 e, 22081 . 39585
89200 Svarxl.842-15080
Svarxl.042-15000 i 31269, 45364
e 77946.4 Swvarxl.@42-15000
Svarx1,042-15600 28002, 77069
... B6220, 1488

Svar*1, B42-15000
e 23178, 88706
| ]

Detta ar exempel pa en s.k. rekursiv talféljd. En
talfoljd ar rekursiv om nésta tal i talfoljden foljer
fran tidigare tal enligt en bestamd regel. Tal som
behovs for att satta i gang foljden kallas start-
varden. Har har vi startvardet 100 000 och regeln
ar "multiplicera med 1,042 och dra sedan av 15
000".

Vi gar nu igenom en speciell instédlining man kan
gobra pa rdaknaren, nar man vill berdkna termer i
talfoljder. Vi anvander samma exempel som ovan.
Tryck pé [mode]. P& fjarde raden, som handlar om
installningar vid grafritning, staller du in laget SEKV.
SEKV star for det engelska ordet Sequence, som
betyder sekvens eller i matematiksammanhang
talfoljd.

HORHAL FLYT AUTO oa+bi RAD HF
TRYCE [CIELLER [>] FOR VAL AV ALTERHATIV

[SER V|
T4 DOT-THICK THIN DOT-THIN
EEEELEHTIELL

re*{aL)
EIE] HORISONTELL GRAF-TREELL
ERRKTYF: Unad
SVAR:

STAT-GUIDER:[F] av
STﬁLLHLﬂEHH 82/02/15 12:29PH
SFRAK: i 3

Tryck nu pa knappen [¥=]. Nu ska vi skriva in en
formel for var upprepade berédkning. Vi startar vart
rakneverk vid 0 genom att skriva nMIN=0. Ga sedan
till ndsta rad och skriv in enligt skarmbilden. u nar
du genom att trycka (7). Det star ju ett litet u i
gul stil ovanfor knappen med siffran 7. n nar du
genom att trycka pa knappen (X.76,n].

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP []

Diadl Diadz Diad3
TYPE: SEKVIR+1)  SEKVIn+2)
nMin=06
Isu(nIBuln=1)%1.042-15000
u(@IBE100B6E

ufll=

I-win)=

vi@l)=

vi(l)=

~winl=

Vi har nu en formel i s.k. rekursiv form. Vi far nasta
term genom att utga fran den féregaende.

Tryck nu pa [table]. D& du en tabell pa skdrmen.
Den visar de forsta termerna i talféljden.

— ——— ——
- b BT REDTEERA i
b1} wimd
lagage
a9zan
746
BEZZ0
EHgal
Yize9
28083
| 14179 |
“22E.B
~15235
18 CZBEVE

u(7)=14178. 887063809

W0 03 O LR 0 O

Du kan ocksa plotta. Man far da se till att man har
en bra installning pa sitt fonster.
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u=siip-13#1 a42-15888
b

S

o
[} E
Sdlmy

Y=i4yira.aar

Efter denna genomgang gar vi nu direkt 6ver
till differentialekvationen

y'=x+y

Vi kommer i inmatningsfalten att ha tva olika
talféljder dar den forsta ger varden pa x och
den andra varden pa y. | stéllet for x och y har
vinuuochv.

Tryck forst pa [format] f&r att stalla in ratt
format for plottningen. Overst sa stéller du in
formatet for talfoljderna som uv. Det betyder
att du ska plotta u langs x-axeln och v langs
y-axeln.

HORHMAL FLYT AUTO o+bi RAD HP n

Tid Vavdiagram ¥ wvw uw
PolarGC
KoordAv
RutAv RutPunkt

RutnatFareg:
Axlar: IR
EtikettAv
UttrPa

KantFare:[ 2 |
Bakeorund: I

Ett bra fonster ser du har. Vi ska ju bara plotta
fram till x= 2 och med steglangden 0,5.

HORMAL FLYT AUTO o+bi RAD HP n

FGNSTER
nMin=0
nMax=5
DiagStart=1
DizoSteso=1
Amin=-0.1
max=23
#skl=0.5
¥min=-0.2

+imax=10

Nu kommer vi till det intressanta, namligen
inmatningen av vara uttryck for talféljden.

HORHAL FLY¥YT AUTO o+bi RAD HP I:I

Dindl  Dind2z  Dind3

TYPE: SEEVIR+1) SEEVIRn+2)
nMin=0

Iuln)Buln-13)+68.5

u(B)E6H

ufll=

v (n)By(n=13+0.5(uln=1 )+
v{(BIE1

will)=

winl=

Uttrycket for v far inte plats i fonstret men dar
star nu

v(n)=v(n—1)+0.5(u(n—1)+v(n-1)
Vi ser att u(n-1), som visar x-vardena fore-
kommer i uttrycket for u(n). Man kan saga att

talféljden v(n) ar kopplad till talféljden u(n)
Startvardet (0, 1) ser vi som u(0) och v(0).

Nu plottar vi. Tryck pa

HORHAL FLY¥YT AUTO o+bi RAD HP I:I

L
T
¥
,__-'-'""f w
br e | I I I
H=2 ¥=7.12E5

(2nd][table] ger en virdetabell:

NORMAL FLYT AUTO o+bi RAL 1
TRYCK # FGR ATT A
T ) Wizl uiy)

] B 1

1 0.5 15

2 1 2.5

3 1.5 Y.25

y 2 7,125
5 2.5 11.688
6 3 18.781
I 3.5 29.672
8 y 46.258
9 4.5 71.387
10 5 109,33
v(4)=7.125

Vi avslutar denna aktivitet med ett exempel
fran verkligheten. Se néasta sida.
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For en fallskarmshoppare som faller far man en
bra matematisk modell om man antar att luft-
motstandet ar proportionellt mot hastigheten i
kvadrat. Modellen kan da skrivas sa har

dv k

- = g ——V

dt m

Detta dr en ekvation som man inte kan I6sa med
elementdra metoder. Nu mdste vi ta till en
numerisk metod.

g ar tyngdaccelerationen 9,82 m/s?, k dr en
proportionalitetskonstant som kan sattas till 15
kg/m och m ar massan av hopparen + fall-
skarmen, som kan sattas till 90 kg. Nar skarmen
utvecklas har hopparen farten 35 m/s. Alltsa ar
v(0)=30.

Vi later nu v(t) beteckna hopparens hastighet t
sekunder efter att skarmen utvecklats. Vi vill
berdkna hopparens hastighet efter 2 sekunder.

Efter insdttning av konstanterna far vi féljande
uttryck

ﬂ=9,82—0,17-v2
dt

I Y1 skriver du da in enligt skarmbilden nedan.
Glom inte att avmarkera Y1 genom att placera
markdren vid Y1 och trycka pa [enter].

[EER  Diod2 Diodd
E\NY 1N, 82-0, 17%Y*

Start nu programmet Eulerl och vélj varden sa
har:

HORHAL FLYT AUTO o+bi RAD HF n

rroamEULER1
STARTYARDE X
8
STARTYARDE Y
T35
SLUTVARDE X
2

AMTAL STEG
7420

Nu kan vi plotta I6sningen. Se nasta spalt.
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Dia 91
»
N
o L o
[ 1 | i
H=2 Y¥=7.6331368

Vi ser att hastigheten blir ca 7,6 m/s.

| statistikeditorn ser det ut sa har:

[ E - . S -
0,085 25.879
- ) 28,224
a.1s 17.238
8.2 1E.263
025 13.73
8.3 12,618
035 11.75%6
a4 1l.eve
a.45 18521
8.5 16,871
Lafl)=

Vi har alltsa 0,05 sekunder mellan varje varde. Vi
satte ju antalet steg till 40.

Vi prévar nu med 80 steg. Vi far ndstan samma
varde pa v(2) som forut.

HORHAL FLYT AUTO a+bi RAD HF n

Dia3l
»

S E

W=z Y¥=7.6438988

Vi ser att kurvan planar ut och for att berdkna
den hastighet hopparen far nar tiden gar mot
odndligheten |6ser man ekvationen

0=9,82-0.17v*

d
(d_:' dvs accelerationen &r ju 0 dd)

Vi far vardet v= /& ~7,60m/s.
0.17
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